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Comme son nom l’'indique, ce cours ne constitue qu’une courte et succincte
introduction au treés vaste sujet que sont les équations aux dérivées partielles (edp).
Ce polycopié a été en grande partie élaboré a partir des livres suivants :

— A. Henrot, FEquations aux dérivées partielles : cours de spécialité, semestre 3 :

2005-2006, Ecole des Mines de Nancy , 2005, 73 p.

— H. Brézis, Analyse fonctionnelle, Théorie et applications, Masson, Paris, 1983.
xiv+234 pp.

— R. Dautray, et J.-L. Lions, Analyse mathématique et calcul numérigue pour
les sciences et les techniques. Vol. 3, Transformations, Sobolev, Opérateurs,
Masson, Paris, 1984.

— R. Dautray, et J.-L. Lions, Analyse mathématique et calcul numérique pour
les sciences et les techniques, Vol. 4, Méthodes variationnelles, Masson, Paris,
1988.

— R. A. Adams, Sobolev spaces, Academic Press, 1978.

Nous ne traiterons que les edp linéaires de type elliptiques (exeptés quelques exemples
dans 'annexe A). Les étudiants désireux d’avoir une approche plus globale sur ce
sujet pourrons aussi consulter :

— L. C. Evans, Partial differential equations. Graduate Studies in Mathematics,
19. American Mathematical Society, Providence, RI, 1998. xviii4-662

Les graphes ont été réalisés avec les logiciels MATLAB et MAPLE. Les notes bio-
graphiques sont tirées de Wikipédia.
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Chapitre 1

Rappels, notations, prérequis

Ce premier chapitre a pour but de présenter (ou de rappeler) un certain nombre
d’outils d’analyse, de théorie de la mesure et de géométrie différentielle qui seront
utilisés dans le suite du cours. Nous en profiterons également pour introduire les
principales notations.

1.1 Rappels d’analyse

1.1.1 Notations

On notera X = (z1,72,...,2x5)7 les éléments de RN (N € N, N > 1), |x| :=
x? 4 ...+ 2% est la norme euclidienne de x et B(x, R) est la boule ouverte de
centre x et de rayon R. Nous désignerons par Rf le demi-espace de RY. Plus
précisément notant x’ := (z1,...,xx_1)7 les éléments de RV ~! et x =: (x/,zn)T

ceux de RV, on pose :
RY == {(x,zn) eERN "I xR : 2y > 0}.

Un vecteur @ := (ay,as,...,ay) € NV est appelé un multi-indice et |a| :=
a1 + ...+ ay est la longueur du multi-indice. Pour toute fonction F : RY — R
réguliere, on note :
ool F(x)

D*F = .
(X) 8“19516‘*29:2...8“1\737]\,

Sia=(0,...,0)7 € NV, on adopte la convention D*F(x) = F(x). De méme, on

notera pour tout x := (z1,...,zy)7 € RV :
@, 01,02 anN
x® = afteg? oy

1.1.2 Espaces fonctionnels

L’espace des fonctions C° & support compact inclus dans un ouvert € de RV
est noté D(N) (espace des fonctions test). On dira qu’une suite de fonctions (uy ),
converge vers u dans D(2) si :

1. 1l existe un compact K C R¥ contenant les supports de toutes les fonctions
u, pour tout n € N,

2. lim sup |D%u,(x) — D%u(x)| = 0, pour tout p € N* et tout o multi-indice.

=X xeK

L’espace des distributions & support dans € est le dual topologique de D(2), on le
note D'(2).
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On désigne par S(RY) I'espace des fonctions C™ & décroissance rapide (espace
de Schwartz!) c’est-a-dire des fonctions ¢ € C°(RY) telles que pour tout a, 3 € NV
(multi-indices),

lim [x*DPp(x)| =0,
x| —o0
ou o = (a1,...,an), 8 = (B1,...,0n). On dira qu'une suite de fonctions (uy)n
converge vers u dans S(R™) si

lim sup |x*(DPu,(x) — D’u(x))|=0 VBeN', VaecNV

n—00 Y cRN

Le dual topologique de S(RY) est S’(RY), I’espace des distributions tempérées.
Pour tout Q ouvert de RY, on dira qu'une suite de fonctions (u,), de C*(€2)
(k € N) converge lorsqu’elle converge uniformément sur tout compact de £ ainsi
que les suites (D%u,,),, pour tout o € NV, |a| < k.
On note C*(Q)) I'ensemble des restrictions des fonctions u de C*(RY) & Q qui
vérifient
lim  |D%u(x)|=0 VYaecNV |ao| <k,

|x| — 400
x €N

lorsque § n’est pas borné. La topologie de C*(Q) est celle de la convergence uniforme
pour la fonction et toutes ses dérivées jusqu’a l'ordre k sur . Comme RY = RV,
on adopte la notation B¥(RY) pour désigner 'ensemble des fonctions de RV, k
fois contintiment différentiables et qui tendent vers 0 ainsi que toutes leurs dérivées
partielles d’ordre inférieur ou égal a k lorsque |x| tend vers +oc.

A Il convient de bien faire la différence entre les topologies de C*(Q2) et C*(Q).

1.1.3 Applications linéaires

Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||#) deux espaces de Banach? tels qu'il existe une
application linéaire injective de E dans F'. Cette application permet de considérer
E comme un sous-ev de F'. On notera E — F'. On dira que cette inclusion est :

— Continue, et on notera £ < [ g’il existe une constante C > 0 telle que

continue

lu|lF < Cllu||g pour tout u € E.
— Compacte, notée E  — F, si de toute suite bornée dans E (pour la norme

compacte

de E), il est possible d’extraire une sous-suite qui converge dans F' (pour la
norme de F)).

— Dense si pour tout u € F il existe une suite (u,), C F telle que lim,, o up =
u (la convergence étant pour pour la norme de F).

Exercice 1.1 Sachant que D(RY) «— S(RY) et D(RY) «— S(RY), montrer que

continue dense

S'(RY) — DRY)et S/(RY) — D'(RY).

continue continue

Exercice 1.2 Montrer que si une injection est compacte alors elle est aussi conti-
nue.

Rappelons le théoreme de prolongement des applications linéaires continues :

1Laurent Schwartz (5 mars 1915, Paris - 4 juillet 2002, Paris) est un des mathématiciens frangais
les plus connus. Il obtint la Médaille Fields en 1950 pour ses travaux sur la théorie des distributions.
Son frére, Bertrand Schwartz, a dirigé I’école des Mines de Nancy.

2Stefan Banach (1892 - 1945) était un mathématicien polonais.
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Théoréme 1.1 Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deuz espaces de Banach et E un
sous-espace de E dense dans E. Soit T : E — F une application linéaire continue
de morme

[Tull e
wer lulle
u#0
Alors, T se prolonge de facon unique en une application linéaire continue de E dans
F'. De plus lapplication ainsi prolongée a la méme norme que T.

1T =

1.1.4 Suites régularisantes

On définit la fonction p: x € RY +— R par :

1
~ exp | ——— st |x] <1,
plx) = ( 1- |X2>
0 si x| > 1.

Cette fonction est dans D(RY) et vérifie suppp C B(0,1). On pose alors p :=
0/ fan P(x) dx qui est également dans D(RY). La suite (p,), C D(RY) définie par
pn(x) = n p(nx) est appelée suite régularisante et vérifie :

1. pp € D(RY) et supp p, C B(0,1/n), ¥n € N*,

2. [pn pn(x)dx =1, Vn e N*

| S S S B S S B BV N B B R B B R R R |

0,5 1

s Y S T | A B T A B

F1a. 1.1 — Graphes des fonctions p1, p2, p3 et py.

1.1.5 Localisation, partition de I'unité

Les résultats suivants ont (normalement) été démontrés dans le cours d’analyse
du premier semestre :

Lemme 1.1 (Partition de I'unité) Soit K un compact de RN et Uy, Us, ..., Uy,
des ouverts tels que K C U, U;. Alors il existe ag € C®(RYN) et m fonctions
a1, ag,. .., oy dans D(RY) telles que

1.0<a; <1,Vi=0,1,....,met > a; =1 sur RV,

2. suppay C RV \ K et suppa; C U, i=1,...,m.
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Dans le cas particulier ot m = 1 nous obtenons :

Lemme 1.2 (Localisation) Soit Q un ouvert de RY et K un compact inclus dans
0. Alors il existe une fonction (x € D(Q) telle que

1. 0 < (x(x) <1 pour tout x € Q,

2. C(x(x) =1 pour tout x € K.

1.2 Principaux opérateurs différentiels

Soit © un ouvert de RY. Pour toute fonction F := (Fy, Fy,..., F,)T :x € Q —
(Fi(x), F2(x),. .., Fy(x))T € R? (p € N*) de classe C', on note :

8F1 aFl
8x1( x) .. amN( x)
[DF(x)] = .
6Fp O0F,
8—@(){) " Don (x)

la matrice Jacobienne de F au point x. Si p = N, on dit que F est un champ
de vecteurs et sa matrice Jacobienne est alors une matrice carrée. On définit la
divergence de F par :

div(F(x)) := tr [DF(x Z 83:1

Soit ¢ : © € RN - R une fonction de classe C'*. On note alors :

Vot = (2200, 2o )

833N
le gradient de ¢. Si ¢ est de classe C?, on définit le laplacien de ¢ par :

0? 0?
1

Ap(x) = div(Ve(x)) = (x).

2
0x%;

Exercice 1.3 Soit F : RV — RY une fonction de classe C.
1. Montrer que la divergence de F est invariante par changement de bases.

2. En déduire que le laplacien d’une fonction ¢ : RV — R de classe C? est
invariant par changement de bases orthonormées.

Solution : Soient B et B’ deux bases de 'espace RY. On note x les coordonnées
des vecteurs dans la base B, y dans la base B’ avec x = Py ou P est la matrice de
passage de B & B’. De méme, on note G(y) = P~'F(Py). La formule de dérivation
d’une fonction composée nous donne

[DyG(y)] = P~'[D<F(Py)| P,

puis, en invoquant I'invariance de la trace par changement de bases, divy (G)(y) =
tr ([DyG(y)]) = tr (P~ [DF(My)|P) = tx ([D<F(Py)]) = divs (F)(x).

Lorsque les bases B et B’ sont orthogonales, alors P~! = PT. On note F(x) =
Vxp(x)T, ¢(y) = ¢(Px) et G(y) = Vyé(y)?. On a alors (formule de dérivation
dune composée) G(y) = PTF(Py) = P~'F(Py) et I'on peut appliquer le résultat
précédent. |
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1.3 Notions de géométrie différentielle

Les équations aux dérivées partielles (edp) sont généralement posées sur des ou-
verts de RY. La géométrie de ces ouverts (il ne faut pas qu'ils soient trop irréguliers)
sera un élément important qui devra étre pris en compte lors de la résolution.

1.3.1 Régularité des ouverts de RV

Soit © un ouvert de RY et I' := 9Q. On dira que € (ot de fagon équivalente que
I') est de classe C* (k > 1) si I est une sous-variété orientée de RY de dim N — 1
et de classe C* et si Q est localement toujours du méme cété de I' (cf. figure 1.2).
Pour la suite du cours, il n’est pas absolument nécessaire d’en savoir beaucoup plus.

r

Point de rebroussement

\ ~———— Q est des deux cotés
- de T' (fracture)

F1G. 1.2 — Deux mauvais ouverts a gauche et un bon ouvert a droite.

Néanmoins, nous allons quand méme préciser un peu ces notions. La régularité de
T" peut se traduire de deux fagons différentes :

A. Rectification par cartes locales

Pour tout x € RY, on note x = (x',zn)7 ot X' := (z1,...,2x_1)T € RV~1. Nous
désignerons par @ le cylindre ouvert de RY :

Qi = {(x,zn)" € RV X R 1 [X| < 1 fan] < 1},

ainsi que
Qo :={(x,0)T e RN xR : x| < 1}.
Définition 1.1 On dit que Q est de classe C* si pour tout x € T, il existe un couple

(U, ¢) (une carte locale) ot U est un ouvert de RY contenant x et ¢ € C*(U) un
difféomorphisme de U dans @ tel que :

L ¢~ e CHQ),
2. (b(FﬁU):Q(),
3. 0(QNU) =Q4.

On notera ¢ := ¢~ 1.
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Définition 1.2 Dans toute la suite du cours, on notera n(x) le vecteur unitaire
normal sortant (c’est a dire dirigé vers 'extérieur de Q) au point x € T'. Si u est
une fonction assez réguliere définie sur €2, on note

ou

(%)= Vu(x) m(x) x €T,

la dérivée normale de u sur T.

3 Q+
Qo

T2

F1G. 1.3 — L’ouvert U N est difféfomorphe & Q. Ici x € R? et x’ = (21, 72)T € R?.

B. Paramétrisation

Une autre facon de traduire le fait que € soit de classe C* consiste & dire : pour
tout x € T, il existe un repere orthonormé R de RY centré en x (on note alors
y = (y,yn) € RY~1 x R les coordonées d'un point y dans R) et il existe un
cylindre ouvert :

Q(6,0) = {(y',yn) €RY : y'| <&, lyn| <},
et une fonction de classe C*, ¢ : B(0,6') C RV~ — R tels que :

LQ(6,0) N ={(y',yn) € Q(6,0") = yn > (¥},

2. Q(6,0)NT ={(y',yn) € Q(6,0") : yn = ¢(¥y')}-

Cela signifie que € est localement 'épigraphe d'une fonction de classe C* (cf. fi-
gure 1.4). Avec cette approche, le vecteur unitaire normal sortant n(y’, ¢(y’)) est
donné dans le repere local R par la formule :

n(y’, ¢(y')) = SZTOEESh
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_——— e

N2 e

Q(6,6") Q(5,0")

F1G. 1.4 — le bord I de Q est localement le graphe d’une fonction de classe C*.

1.3.2 Mesure surfacique

Plus loin dans la cours, nous aurons besoin d’intégrer des fonctions sur le bord
d’un ouvert régulier. Pour ce faire, nous devons définir ce qu’est la mesure sur une
hyper-surface de RY. Comme précédemment, on note Q un ouvert de RY, ici de
classe C! et T' := 0. On peut toujours décomposer la frontiere I' en une union
disjointe de I'; (union finie si I' est compacte et éventuellement infinie dénombrable
si " n’est pas compacte) telle que chaque T'; soit le graphe d’une fonction ¢; dans un
repere approprié (cf. le paragraphe précédent). On pose ensuite, pour toute fonction
f définie sur I' :

[ 1= 3 [ 16 ety VIV R+ Ly (1.2)
r —Jr;
On admet que cette définition ne dépend pas du choix de la décomposition de I" en

U;I'; ni du choix des fonctions ;.

Exercice 1.4 Déterminer la mesure surfacique sur le bord I'g de la boule de centre
0 et de rayon R > 0 dans R3.

Solution : La sphere I'p est localement le graphe d’une fonction ¢ : U — R ou

U:=B(0,R) C R? et p(z1,72) = \/R2 — 22 — 22. On calcule alors que

V(x) = —Z1 —T2
\VR =g VR —at-a)

puis que
(R R —
R2 — a2 — a2
On a donc, pour toute fonction f intégrable sur la sphere :

Rdx

ﬂmwz/ F(r, 22, o, 2) e X
T'x B(0,R) n b R - x? — x5

Nous n’aurons pas besoin dans la suite du cours de calculer explicitement la me-
sure surfacique des ouverts considérés. Cependant la formule (1.2) nous servira a
démontrer les formules d’intégrations du paragraphe suivant.
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1.4 Formule de Green

La formule de Green® est un outil fondamental pour la résolution des edp. Elle
coincide, en dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.

Théoréme 1.2 (Formule d’Ostrogradsky‘i) Soit Q un ouvert borné de classe
Ct et T son bord. Soit F une fonction de C1(Q) & valeurs dans RN (un champ de
vecteurs). Alors :

/Q div(F (x)) dx — /F F(x) - n(z)dr.

Remarque 1.1 Dans cette formule, n(x) est le vecteur unitaire normal ¢ I' au
point x, dirigé vers extérieur de Q (cf. définition 1.2).

Démonstration : Pour tout x € T, il existe un ouvert Q(J, ), un repére R et une
fonction ¢ comme décrit dans le paragraphe (1.3.1). D’autre part, il est toujours
possible de définir des ouverts U de RY et O de RV~! tels que dans le reprere
R, U :=A{(y,oy)+1t) : y €O, |t| < d/2} C Q(4,0') et on peut recouvrir
le compact I avec un nombre fini U; ¢ = 1,...,m de tels ouverts. On introduit
alors une partition de 1'unité (ay, ..., @, comme dans le lemme 1.1) assujettie & ce
recouvrement et on note F; := a;|gF. On obtient la décomposition F = 1" | F;
vérifiant suppFo N T = @ et ou chaque suppF; pour i = 1,...,m est inclus dans
U;. On vérifie facilement que

/ Fo(x)dx = 0.
Q
Dans le repere local R on note

Fi(y yn) = (Fa(y un)s - Binaa(ysun), Fin (v yn))
= (Fi(y',yn), Fin(y,yn))",
et la relation

/ div(Fi(y)) dy = / F.(y) - n(y)dT’,
Q I

se traduit par :

o/2 . / / / aFiN / / /
[ a0 ety + 0+ S only') + )udy
0 Jo YN
:/OFi,N(y/,soi(Y’))*Fé(y’,w(y'))~V¢i(Y’)dy" (1.3)

en tenant compte de l'expression (1.1) du vecteur normal n(x). On pose alors
Fi(y',t) = Fi(y', pi(y')+1t) et la formule de dérivation d’une composée nous donne :
/!

divy: (Fy)(y', 0i(y’) +t) = divy/ Fi(y', t) — Dun (v, 0iy') +1) - Voui(y').

Or, a t fixé, supp ﬁi’(~,t) C O et comme
/ divy Fi(y',t)dy’ =0, Vt€]0,6/2],
o
on en déduit la formule du théoréme. [ |

On déduit de ce théoreme le

3George Green (juillet 1793-31 mai 1841), physicien britannique.
4Mikhail Vasilevich Ostrogradsky (1801, Pachenna, Ukraine - 1861, Poltava, Ukraine), né Michel
Vassilievitch est un physicien et mathématicien russe.
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Corollaire 1.1 (Formule de Green) Soit Q un ouvert borné de classe C'. Alors
pour toutes fonctions u € C%(Q) et v e C*(Q) on a :

/QAU(X)U(X) dx/rgz(x)v(x) de/ Vu(x) - Vo(x) dx,

Q
ot Ou/0n(x) := Vu(x) - n(x) (dérivée normale de u, cf. définition 1.2).

Démonstration : Il suffit d’appliquer la formule d’Ostrogradsky avec F(x) :=
v(x)Vu(x) et de remarquer que

div(v(x)Vu(x)) = v(x)Au(x) + Vu(x) - Vo(x).
]

Dans la démonstration de la formule d’Ostrogradsky (et donc aussi de Green) il
est possible de considérer plus généralement des ouverts C! par morceaux (c’est
4 dire dont la frontiére est localement le graphe d’une fonction C' par morceaux,
comme par exemple un rectangle de R?). Dans ce cas, le vecteur normal n’est défini
que presque partout sur I'. Plus loin dans ce cours, nous montrerons que ces for-
mules (Ostrogradsky et Green) ont encore un sens pour des fonctions beaucoup
moins régulieres que ce qui est donné dans ce chapitre.

1.5 Rappels de théorie de la mesure
Soit © un ouvert de RY. L’espace L'() est 'ensemble des fonctions mesurables

(pour la tribu de Borel) intégrables (pour la mesure de Lebesgue® dx) sur Q. On
note :

ey = [ 1760]dx
On définit ensuite pour tout 1 < p < oo I'espace :
LP(Q) :={f:Q — R, f mesurable et |f|" € L'(Q)},

que I'on munit de la norme :

1/p
I fllze) == (/Q If(x)”dx) .

Lorsque p = oo, on a la définition suivante :
L>®(Q) :={f:Q — R, f mesurable et 3C € R, telle que |f| < C p.p.5},
dont la norme est :
[fllzoe () = mf{C, |f(x)| < C p.p.}.

Pour tout 1 < p < oo, on note p’ le conjugué de p, c’est a dire le réel tel que
1/p+1/p =1.

5Henri Léon Lebesgue (28 juin 1875 & Beauvais - 26 juillet 1941 & Paris) est un mathématicien
francais. Il est reconnu pour sa théorie d’intégration publiée originalement dans sa dissertation
Intégrale, longueur, aire & ’Université de Nancy en 1902.

6presque partout, c’est & dire partout sauf éventuellement sur un ensemble de mesure nulle.
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Proposition 1.1 (Inégalité de Hdlder”) Pour tout f € LP(Q) et g € LV (),
|fgl € LY(Q) et on a linégalité :

/Q 1FG0)g()| dx < | llzo Il o

Lorsque p = p' = 2, on retrouve l'inégalité de Cauchy-Schwar?’.

Exercice 1.5 Montrer que si Q) est de mesure finie alors L?(2) — L(Q)sip > q.

continue

Donner un contre exemple de cette inclusion lorsque 2 n’est pas de mesure finie.
Exercice 1.6 Montrer que si f € LP(Q) N L(Q) avec 1 < p < ¢ < oo alors
f € L™ (Q) pour tout p < r < g et que Pon a 'inégalité d’interpolation :
1 o 1-«a
. < a l—a _ - = 0<a<l).
£l < NANZL A" - PR 0<a<l)

Donnons une autre inégalité également tres utile :

Théoréme 1.3 (Inégalité de Jensen'®) Soit p € L'(Q) une fonction positive
telle [, p(x)dx = 1. Alors, pour toute fonction f mesurable telle que fp € LY()
et pour toute fonction ¢ : R — R mesurable convexe, on a :

go< / f(X)p(X)dX> < [ elreomm ax.

En particulier pour ¢(z) = x*

([ 60t dx>2 < [

Enfin, rappelons les incontournables théoremes de convergence dominée de Lebesgue
et d’intégration sur un espace produit de Fubini!! :

on obtient que :

Théoréme 1.4 (de convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,), une suite
de fonctions de L'(Q). On suppose que fn(x) — f(x) p.p. sur Q et qu’il existe une
fonction g € L*(Q) telle que |fn(x)| < g(x) p.p. sur Q. Alors f € L*(Q) et

Jim Ilfn — fllLr) = 0.
Exercice 1.7 Soit Q et w deux ouverts de R tels que @ C 2. On note
§ =dist(w, Q%) := inf |x—y],
X €@
y €Q°

et on suppose que § > 0. Soit u € LP(Q) pour un certain 1 < p < oo. Pour tout

X € w, on définit :
v i= [ aly)dy.
B(x,6)

ol B(x, ) est la boule de centre x et de rayon §. Montrer que la fonction v est bien
définie et est continue sur w.

7Otto Ludwig Holder (22 décembre 1859 - 29 aofit 1937) est un mathématicien allemand né &
Stuttgart.

8 Augustin Louis, baron Cauchy (21 aofit 1789 & Paris - 23 mai 1857 & Sceaux (Hauts-de-Seine))
est un mathématicien frangais. Il fut I'un des mathématiciens les plus prolifiques, derriere Euler,
avec pres de 800 parutions.

9Hermann Amandus Schwarz est né le 25 janvier 1843 en Pologne et est mort le 30 novembre
1921 a Berlin. C’est un mathématicien célebre dont les travaux sont marqués par une forte inter-
action entre ’analyse et la géométrie.

10Johan Jensen est un mathématicien danois (8 mai 1859 (Naksov) - 5 mars 1925 (Copenhague)).
M Guido Fubini (19 janvier 1879 - 6 juin 1943) est un mathématicien italien célebre notamment
pour ses travaux sur les intégrales.
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Solution : L’inégalité de Holder nous permet de montrer que la fonction v est bien
définie pour tout x € w. D’autre part, on peut réécrire v sous la forme :

v(X):/QIB(;(X*Y)u(Y)dy,
ou Bs = B(0,6). En fixant x € w et pour tout h tel x +h € won a :
o) = 0(0] < [ 15,0+ h=y) = Ly, (x = y)lfu(y)] dy.

Soit w’ un ouvert borné inclus dans § et contenant les boules B(x + h, §) pour tout
h € RY| |h| assez petit. Appliquant I'inégalité de Hélder, il vient :

[v(x + h) — v(x)]

< ([ mocrn—y-tnioya) ([ )

On conclut ensuite avec le théoréeme de convergence dominée. |

Théoréme 1.5 (De Fubini) On suppose que F € L*(1xQ5). Alors pour presque
tout x € Qq, F(x,-) € L*(Q2) et pour presque tout y € Qo, F(-,y) € L*(Q1). De
plus on a, en notant d(x,y) := dx® dy :

/ F(x,y)d(x,y)=/ / F(X,y)dde=/ / F(x,y)dxdy.
legz Ql QQ QQ Ql

On admet les résultats de la proposition suivante :

Proposition 1.2 Q est un ouvert de RY :
1. Pour tout 1 < p < oo, LP(Q) est une espace de Banach.

2. Pour tout 1 < p < o0, le dual de LP(Q)) s’identifie a LPI(Q) de la facon
suivante : o toute forme linéaire continue T sur LP(Q) on peut associer de
facon unique une fonction f € LP (Q) telle que :

(T, u)(Lryxrr = / FfX)u(x)dx, Yue LP(Q).
Q
3. L’espace D(Q2) est dense dans LP(§2) pour tout 1 < p < 0.

1.5.1 Intégration en coordonnées polaires sur R
On note SV~ la sphere unité de RY ie S¥=1 := {x € RN : |x| = 1}. Pour
toute partie mesurable A de S¥~1, C(A) est le cone de RV défini par :
CA):={tx : 0<t<1, xe€ A}
Notant A la mesure de Lebesgue sur RV, on a :

Proposition 1.3 Il existe une unique mesure borélienne (4 une constante multi-
plicative prés) notée T' sur SN =1 invariante par rotation. Elle est définie pour toute
partie borélienne A C SN~1 par T'(A) := MN(C(A)). On l’appelle mesure surfacique
de la sphere.
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On définit alors la fonction surjective (mais non injective) ¢ : Ry x S¥=1 — RY
par ¢(r,0) := ro. Les variables (o,7) € S¥~! x R, sont appelées les coordonnées
polaires. On passe donc des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires grace
aux relations : o = x/|x|, r = |x| et x = ro. Pour tout  ouvert de RV, on pose
Q= #~1(Q) (limage réciproque de €2 par ¢). L’ensemble Q nlest pas forcément
ouvert : considérer par exemple €2 := B(0, 1) pour lequel Q= [0, 1[xSN—1.

Proposition 1.4 Pour tout 1 < p < +o0, lapplication f — f = fo¢ est une
isométrie de LP(Q,dx) sur LP(Q,rN~1dr @ dT'). On a donc :

/|f(x)|pdx:/~|f(ro)\prN_1drdF.
Q )

Lorsque N = 2, on peut paramétrer la sphere S! par 6 €]—n, 7] — (cos(6),sin(6))7 €
S!. Dans ce cas, on identifie {2 & un sous-ensemble de R, x] — 7, 7] et la formule de
la proposition devient :

/|f(x)|pdx:[|f(rsin(9),rcos(@))|prd'rd9.
Q Q

1.6 Rappels sur la transformée de Fourier

La définition de I’espace de Schwartz S(R™V) a été donnée au début de ce chapitre.

Définition 1.3 Pour toute fonction f € S(RY), on définit sa transformée de Fou-
rier'? par :

f&) =F(NE) =~ [ e *tax veeRY. (TF)
(2m)N/2 Jrn

La transformée de Fourier vérifie les propriétés suivantes :
1. Pour toute fonction f € S(RY) on a F(f) € S(RY).

2. F:S(RY) — S(RY) est un homéomorphisme. Son inverse, noté F, est défini
par

1 ‘
,_ ix-& N
FUN) = Grywrm /RN F€)e=€de VxRV, (TFT)
3. Pour tout f € S(RY) et a € NV on a les formules suivantes :

F(Df) (&) = il*le*F(£) () (R1)
F(x*f)(€) = i*IDf (). (R2)

Définition 1.4 On définit la transformée de Fourier de toute distribution tempérée
T € 8'(RY) par la formule :

(F(T),0)s/@vyxs@y) = (T, F())s/mv)yxs@ny, Vo € S(RY).
De méme pour la transformée de Fourier inverse :
<~7:—(T)730>$’(RN)><S(RN) = (T, 7:_(<P)>5/(RN)xs(RN), Vo € S(RY),

et 'on a encore F(F(T)) = F(F(T)) =T pour tout T € &' (RY).

12Joseph Fourier (21 mars 1768 & Auxerre - 16 mai 1830 & Paris) est un mathématicien et
physicien francais connu pour ses travaux sur la décomposition de fonctions périodiques en séries
trigonométriques convergentes appelées séries de Fourier.
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La transformée de Fourier sur S’(R™) jouit des propriétés suivantes :
1. F:S8'(RN) — S'(RY) est un homéomorphisme.
2. Les relations (R;) et (Rz) sont vérifiées au sens des distributions pour tout
feS'RY).
3. Si f € S/ (RY) N LY(RY) alors les expressions de F(f) et F(f) sont données
explicitement par les formules (TF) et (TFI).

Exercice 1.8 Montrer que si u € L*(RY) alors 4 est une fonction continue bornée
N
sur R*Y.

Théoréme 1.6 (De Plancherel'®) Si f € L2(RY) alors F(f) € L2(RY). De plus
Uapplication F : L>(RN) — L2(RY) est une isométrie (pour la norme de L2(RY) /).
L’identité R

Ifll2@ny = 1 fll2@yy, ¥ f € LARY),

s’appelle Uidentité de Parseval*.

Le diagramme suivant résume une partie des résultats énoncés ci-dessus :

SEYY L sm)
n N
2ryy L @y
n N

sS®Y) L sy,

ol — désigne un homéomorphisme et ou les inclusions sont toutes continues et
denses.

1.7 Exercices sur le chapitre 1

Exercice 1.9 Lorsque les assertions suivantes sont vraies, les démontrer, sinon don-
ner un contre exemple :

1. Toute fonction de L?(] — 1, 1[) est bornée.

2. Tl existe u € L2(Ry) telle que lim,_, 1o u(z) = +o00.
3. Toute fonction u de L*(R,) vérifie lim, 4 u(z) = 0.
4

. Soit B(0,1) la boule de centre 0 est de rayon 1 dans RY. La fonction u : x €
B(0,1) — |x|* est dans LP(B(0,1)) si et seulement si a > —N/p.

5. La fonction u : x € RV — [x|® est dans LP(R) si et seulement si 2/p—N/p >
a>—N/p.

6. Soit u, la fonction définie pour tout n € N* sur |0, +-o00[ par

(r—mn) sin<z<n+l,
up(z) =< (n+2—2) sin+l1<z<n+2,
0 sinon.

La suite (uy,), converge vers 0 dans C(]0,+o0[) ? Dans C(]0,4o0[)? Dans
L?(]0, +o00[) pour tout 1 < p < +o00?

3Michel Plancherel (1885-1967) était un mathématicien suisse. Il est né & Bussy (Fribourg,
Suisse).
M Marc-Antoine Parseval des Chénes (27 avril 1755 - 16 aott 1836) est un mathématicien francais.
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7. Soit w, la fonction définie pour tout n € N* sur | — 1, 1] par u,(z) = 2™
La suite (un), converge vers 0 dans C(] — 1,1[)? Dans C([—1,1])? Dans
LP(] —1,1]) pour tout 1 < p < +o0?

8. Soit (aw,)n et (Bn)n deux suites réelles telles que 0 < o, < 1 et 3, > 0 pour
tout n € N*. La fonction u,, est définie sur |0, 4+o0[ par :

@(x_n—f—an) sin—an§$<na
Qp
Up(x) = @(an—&-n—%) sin<z<n+4 ay,

0 sinon.

Pour que la suite (uy,), tende vers 0 dans LP(]0, +o0[) (1 < p < +00) il faut
que B, — 0 quand n — +oo.

9. Dans la question précédente, on choisit a,, = 1/n® et 8, = n pour tout
n € N*. Alors, pour tout f € LP(]0,+o0[) avec p > 3/2, fR+ fupdz — 0
quand n — +00.

Exercice 1.10 On pose

1/2
7= {u=(w(n)nen € RY : > fu(n)® < oo}, ulp = (Z Iu(n)|2> :

neN keN
ainsi que
12:={uel?® : u(n) =0 pour tout n & partir d’un certain rang}.

Montrer que [? est un espace de Banach. Montrer que [? est un sous ensemble dense
dans [2. Est-il fermé ? ouvert ? relativement compact ?

Exercice 1.11 Soient (E, |- ||g), (F,| - ||r) et (G,] - ||¢) trois espaces de Banach.
Les implications suivantes sont elles justes ? Si oui les démontrer, sinon donner un
contre-exemple.

1. F —- F — GGentraine F# — (.

continue continue continue

2. F — Fentraine K — F.
compacte continue

3. F — F < (Gentraine F& — (.
compacte continue compacte

4. F — F < (Gentralne F& — (.
continue compacte compacte

5. F — I — @G entraine £ — @.
dense dense dense

6. FE —GetE — F < (Gentraine £ — F.
dense continue continue dense

7. F — Get ECF C(G entraine F — G.
dense dense

Exercice 1.12 On définit pour tout a > 0 :

he = {u= (u(n))nen € R : Y (1+n%)*u(n)
neN

2 < o0},

que 'on munit de la norme :

1/2
[ullpe = (Z(l +n2)QIU(n)2> -

kEN
En procédant comme pour /2, on montre que (h%, | - ||5«) est un espace de Banach
pour tout o > 0. Montrer que :
1. L’injection h® C I? est continue, dense et compacte pour tout o > 0.
2. L’injection h®* C h*? est continue, dense et compacte pour tout a; > ao > 0.



Chapitre 2

Les espaces de Sobolev

Pour bien comprendre ce que sont les espaces de Sobolev?, il est important d’étre
familié avec la théorie des distributions, étudiée au premier semestre dans le cours
d’analyse.

2.1 Définitions et premieres propriétés
Définition 2.1 Soit Q un ouvert de RY. On pose

HY Q) :={uec L*Q) : ou/dx; € L*(Q), Vi=1,...,N}.

Bien entendu, la dérivation est & comprendre au sens des distributions. En d’autres
termes, une fonction u € L?(Q) est dans H'(Q) s’il existe des fonctions vy, ..., vy
dans L2(9) telles que :

/u&p dX:—/v,«pdx, Yo e D(Q), Vi=1,...,N.

On sait, d’apres le cours sur les distributions, que les fonctions v; sont alors notées
Ou/ox;.

Exemple 2.1 On peut illustrer la définition ci-dessus par les exemples élémentaires
suivants :

— Toute fonction de C*([—1,1]) est dans H'(] — 1, 1]).

— Soit w définie sur | — 1, 1] par

1 .
u(x)::{ siz >0,

0 sixz<O.

Alors u¢ H(] — 1,1[). En effet u € L?(] — 1,1[) mais v’ = § (la mesure de
Dirac en 0) qui ne peut pas étre identifiée avec une fonction de L?(] — 1,1])
(le démontrer en faisant un raisonnement par 1’absurde).

— La fonction
{x3/4 si0<z <1,
u(z) :=

(—z)3* si —1<2<0.

1Spécialiste en équations différentielles appliquées aux sciences physiques, Sobolev introduit,
des 1934, la notion de fonction et de dérivée généralisées afin de mieux appréhender les phénomenes
physiques ou le concept de fonction s’avérait insuffisant dans la recherche des solutions d’équations
aux dérivées partielles. Il est ainsi & l'origine de la théorie des distributions développée par son
compatriote Israél Guelfand et le frangais Laurent Schwartz.
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est dans H'(] — 1,1]) (mais elle n’est pas dérivable en x = 0).

Fia. 2.1 — Graphe de la fonction u.

Exercice 2.1 Soit u, la fonction définie sur |1, +o0o[ par uq(z) := 2% (o € R).
Pour quelles valeurs de a, u, est-elle une fonction de H'(]1, +oo[) ? Méme question
mais en considérant cette fois u, définie sur |0, 1].

Nous donnerons d’autres exemples en dimension 1 et en dimension 2 un peu plus
loin.

L’espace H'(Q) est muni de la norme :

Juln += (i [ 2eof axs [ |u<x>2dx) N

~ ([ 1vutopaxs [ u<x>|2dx)1/2-

Pour la topologie induite par cette norme, une suite (u,), de H'() converge vers
u € HY(Q) si u, — u dans L*(Q) et du,/dx; — Ou/dx; dans L?*(2) pour tout
i=1,...,N. La norme de H*(f2) est issue d’un produit scalaire noté (u,v)z1 et
défini par :

al ou Ov
(u,v) g ::;/Q 9%, 9z, dx—i—/ﬂu(x)v(x) dx

:/ Vu(x) - Vou(x) dx+/ u(x)v(x) dx.
Q Q
Proposition 2.1 L’espace H'(2) muni de la norme || - ||g est un espace de Hil-

bert?.

Démonstration : Il suffit de montrer que I'espace H!(Q) est complet. Considérons
donc une suite (uy), qui soit de Cauchy dans H'(Q). Par définition de la norme
dans H'(Q), cela signifie que les suites (uy)n et (Qu,/dz;), pour i = 1,..., N
sont toutes de Cauchy dans L?(£2) qui est complet ce qui implique que toutes ces
suites sont convergentes dans L?(€2). On note u € L?(Q2) la limite de la suite (uy ),
et v; € L?(Q) la limite de (du,,/dx;), pour tout i = 1,...,N. La continuité de

2David Hilbert est un mathématicien allemand né le 23 janvier 1862 4 Konigsberg en Prusse
orientale et mort le 14 février 1943 & Gottingen en Allemagne. Il est souvent considéré comme un des
plus grands mathématiciens du XXe siecle, au méme titre que Henri Poincaré. Il a créé ou développé
un large éventail d’idées fondamentales, que ce soit la théorie des invariants, I’axiomatisation de
la géométrie ou les fondements de I’analyse fonctionnelle (avec les espaces de Hilbert).
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linjection L?(Q) — D’(2) nous assure que si une suite converge dans L?(Q), elle
converge aussi au sens des distributions. Pour tout ¢ € D(2), on peut donc passer
a la limite quand n — oo dans les égalités :

/unﬁ@ dx:—/go%dx7 Vi=1,...,N,
Q j o O

%

pour obtenir que

/uaw dx=—/tpvidx, Vi=1,...,N,
Q Q

et donc que v; = du/dx; pour tout i =1,..., N. |

Lorsque 2 est un ouvert de R?, on peut définir H*(£) en utilisant les coordonnées
polaires introduites dans le paragraphe 1.5.1. En reprenant les mémes notations :

Définition 2.2 L'espace H'(Q) est défini par :
o 00 g~ 10T~
H(Q):={ueLl*(Q,rdredf) : 9 € L*(Q,rdr ® d0), ~ 99 € L*(Q,rdr ® d9)},

et sa norme par :

9 1/2
]l 1. &) == /Iﬂ(r,ﬁ)\zrdrd9+/ rdrdf | .
o o

Toujours avec les mémes notations que dans le paragraphe 1.5.1, nous montrerons
un peu plus loin (exercice 2.19) que :

ou 2

1
E (7", 0)

r2

ou
%(7‘, 0)

Proposition 2.2 Pour tout Q ouvert de R2, application f f:z foo est une
isométrie de H*(Q) sur H(Q).

Cette proposition permet de résoudre I'exercice suivant :

Exercice 2.2 Déterminer les valeurs de o € R pour lesquelles la fonction u, (x) :=
|x|* est dans H'(B(0,1)) (dans cet exercice N = 2). Méme question en considérant
cette fois u, définie sur H'(B(0,1)°).

[

o
©

o
o

o
~

o
)

AN NN NN

o

05 p

F1G. 2.2 — La fonction u, avec a = 1/2 est dans H'(B(0,1)).
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De la méme fagon que dans la définition 2.1, on définit les espaces de Sobolev
H™(Q) ol m est un entier strictement positif par :

H™(Q) :={uec L*Q) : D°uc L*(Q), a € NV |a| <m}. (D1)

On le munit de la norme naturelle :
1/2

lalln = | /Q|D°“u\dx . (N1)

a:lal<m
On démontre comme dans le cas m = 1 que :

Proposition 2.3 L’espace H™(Q) (m € N*) muni de la norme || - ||gm est un
espace de Hilbert.

Dans le cas ot Q = RY, il est possible de définir les espaces de Sobolev en utilisant
la transformée de Fourier. Si u € S'(R”), on note 4 sa transformée de Fourier et
onala:

Proposition 2.4 L’espace H™(RY) (m € N*) peut étre défini par :
H™(RY) = {ue S'(RY) : (1+[¢)"/*u(¢) € L*(RY)}, (D2)

et la norme définie par (N1) est équivalente & (on garde la méme notation) :

1/2
lull gz = ( fa+ |s|2>m|a<s>|2ds) . (N2)

Cette proposition permet de définir I'espace H™(R™) pour tout m € R (et plus
seulement m € N*). Si m n’est pas entier, on le note alors plutot H*(RY), s € R.
Le théoréme de Plancherel nous assure alors que si s > 0, u € L?(R™) ce qui n’est
plus le cas si s < 0. La démonstration s’appuie sur le lemme technique suivant dont
la démonstration est donnée dans I'annexe C, paragraphe C.1.

Lemme 2.1 Pour tout N € N* et m € N il existe deuz constantes Cy(m,N) > 0
et Co(m, N) > 0 telles que :

N
Ci(m, N) A+ & +...+&)" < Y <H£i|2ai>

a:al<m \i=1

< Co(m, N)(1+ & +...+ &)™, VEeRY,
Nous sommes maintenant en mesure de donner la

Démonstration de la proposition 2.4 : Soit u € L?(RY) telle que D%u €
L?(RN) pour tout |a] < m. Le théoréme de Plancherel nous assure alors que
F(D*u) € L*(RY). D’autre part, considérant D®u comme un élément de S’(R"),
on a la formule F(D%u) = i1*l€*4. On en déduit que il*/¢*u € L?(RY). Utilisant &
nouveau le théoreme de Plancherel puis le lemme on obtient que :

N
> [ tupax= Y [ TPl P

a:lal<m a:lal<m

> Cim, ) [ (L4167 a6 de

RN
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Considérons maintenant v € S’(RN) telle que (1 + |£]2)™/?4 € L*(RYN). Alors,
d’apres le lemme, vazl |&:|*u € L2(RYN) pour tout a multi-indice tel que |a| < m.
Utilisant une nouvelle fois la formule F(Du) = il*1£°%, le théoréme de Plancherel
et le lemme, on en déduit que D% € L2(RY) et que :

N
1+ Py ae)Pae> 3 / NEE
N RNi:l

a:|al<m
= Y [ I0tuopax
]RN

a:lal<m

()| dg

Cam. N) |

R

ce qui conclut la démonstration. |

Sil’on a en général une bonne intuition de ce qu’est la régularité d’une fonction u de
classe C*, il est moins aisé de bien comprendre ce que signifie u € H'(R) et encore
moins v € H'/?(R) ou bien u € H~Y?(R). Afin d’illustrer ce nouveau concept de
régularité, donnons une nouvelle série d’exemples :

Exemple 2.2 On consideére, pour tout a € R, la fonction impaire :
r%e " six >0,
uq(x) = oo
—(—xz)%® six <0.

Les graphes de ces fonctions sont donnés ci-dessous pour certaines valeurs de «.
Remarquer que la fonction u, est d’autant plus réguliere en x = 0 que « est grand.
Par exemple, la fonction u, est continue en 0 si et seulement si a > 0.

N

N

-2 1 1 2
Fia. 2.3 — Graphe de la fonction u, avec o = —1/2. La fonction présente une
asymptote verticale en x = 0.
13
05
e S

Fi1G. 2.4 — Graphe de la fonction u, avec o = 0. La fonction est discontinue en 0
mais sans asymptote.
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F1a. 2.5 — Graphe de la fonction u, avec ae = 1/2. La fonction est continue en z = 0
mais non dérivable.

F1G. 2.6 — Graphe de la fonction u, avec a = 1. La fonction est dérivable en x = 0.

Par un calcul assez simple et en utilisant la définition (D1) des espaces de So-
bolev, on établit que

- Sia>m (m e N) alors u, € C™(R).

- Sia>m-—1/2 (m € N) alors u, € H™(R). En particulier si 1/2 < a <
1, uy € H*R) et u, € C(R) mais u,¢ C1(R). En utilisant maintenant la
définition (D2) des espaces de Sobolev on peut donner un résultat plus précis
faisant intervenir la transformée de Fourier de u,. On montre dans 'annexe C,
paragraphe C.1 que, pour tout a > —1 :

@) = —iY2 Tt o Darctang), VEER,  (21)

VA L+ @)

ou I" désigne la fonction Gamma d’Euler. On en déduit 1’équivalence suivante,
pour tout « > —let seR:

1
uaeHs(R)@s<a+§.

La définition des espaces de Sobolev avec la transformée de Fourier nous permet
également des a présent de résoudre certaines edp dans les espaces H?®. Considérons
P’exercice suivant :

Exercice 2.3 En utilisant la transformée de Fourier, montrer que pour tout T €
S’'(RM), 'edp suivante :

—Au+u=T dans S RY),
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admet une unique solution u dans S'(RY). On note F : &'(RY) — S'(RY) l'ap-
plication linéaire qui a toute distribution tempérée T' associe la solution de ’edp
ci-dessus, dont T est le second membre.

1. Montrer que F' est un homéomorphisme de &'(R”) sur lui méme.

2. Montrer que si T € H*(RY) alors u € H**2(RY) et que F est une isométrie
de H*(RY) sur H*+2(RY).

On peut généraliser la définition (D2) & d’autre domaines que RY. Lorsque Q C RY
est de la forme 2 = RV x w avec N; € N*, w ouvert dans RV (Ny € N*) et
N; + Ny = N, on peut définir la norme de H™ () en utilisant la transformée de
Fourier partielle. En notant x = (x1,x5) € RM x RV = R¥ on définit :

1 —ixX1-
T L, M)

qui n’est rien d’autre que la transformée de Fourier usuelle appliquée a la fonction
x1 — u(X1,X2), la variable x5 étant fixée.

Fxi (u)(EDXQ) =

Proposition 2.5 Sur H™(RM x w) C RY, la norme usuelle est équivalente a

1/2
2\m—|a| ala‘fxl(u) ’
= | 35 [ [ alep Tl g %) d; dxo
a e NV1T¥ R 2
laf <m

Démonstration : La démonstration repose sur l'identité de Parseval, les propriétés
de la transformée de Fourier et le fait que

ol Fy, (u) olely N
T (g ) veer

On proceéde comme dans la démonstration du théoreme précédent. |

Remarque 2.1 De fagon plus générale, pour tout 1 < p < oo et pour tout m € N,
m > 1, on peut définir les espaces de Sobolev :

W™P(Q) := {u € LP(Q) : D%u e LP(Q), Va e NV |a| < m},
que l’on munit de la norme :

1/p

= |3 [ IDvurax
Q

a:lal<m

On montre que ces espaces sont des espaces de Banach. Dans le cadre de ce cours
cependant, on se restreindra auz espaces W™2(Q2) = H™(Q).

Comme nous venons de le voir a plusieurs reprises, la transformée de Fourier
est un outil tres puissant permettant d’obtenir des résultats précis. Cependant son
usage est restreint aux fonctions qui sont définies sur tout ’espace. C’est pourquoi
il est intéressant de pouvoir prolonger les fonctions de H'(Q) sur RY tout entier.
Cela n’est possible que si U'ouvert €2 est suffisamment régulier.

Proposition 2.6 On suppose que Q est un ouvert de classe C* avec T' borné ou

bien que €0 est le demi-espace Rf. Alors il existe un opérateur de prolongement
P: HY Q) — HYRY) linéaire, tel que pour tout u € H*(Q) :
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1. Pulg = u,
2. ||Pull2mvy < Cllullz2(),
3. || Pull g vy < Cllull gy

ot C > 0 est une constante qui ne dépend que de €.

La démonstration est donnée dans 'annexe C, paragraphe C.1 ainsi qu’une autre
proposition sur le prolongement des fonctions H™(€2), généralisant celle-ci. On peut
montrer que cette proposition est encore vraie si I’on suppose seulement que I' est
ct par morceaux. Cependant, le contre exemple suivant prouve que pour certains
ouverts 2, il est impossible de prolonger de facon réguliere des fonctions qui sont
pourtant tres régulieres sur ).

Exemple 2.3 Soit € le rectangle | —1,2[x] —1, 1] privé du segment ]0,2[x{0}. Sur
) on définit la fonction u par

2 .
e~ /e sizy >0, 70 >0,
2 .
uw(ry,wa) = —e V%1 sizy >0, 20 <0,
0 dans les autres cas.

Fia. 2.7 — Graphe de la fonction u sur €.

On vérifie que u € C°(Q) et que D*u € L>(2) pour tout o € N2. Ceci entraine
en particulier que u € H™ () pour tout m € N. Cependant il est impossible de
prolonger u en une fonction réguliere sur R? tout entier.

2.2 Résultats de densité, les espaces H{'({2)

Une méthode classique pour démontrer des résultats dans les espaces de Sobolev
consiste a considérer d’abord des fonctions réguliéres, puis en faisant un raisonne-
ment par densité, a étendre les résultats obtenus a I’espace tout entier. Dans cette
partie, nous allons étudier comment les fonctions des espaces de Sobolev peuvent
étre approchées par des fonctions régulieres. Commencons par considérer le cas
particulier ot Q = RY :
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Proposition 2.7 L’espace D(RY) est dense dans H*(RY) pour tout N entier po-
sitif et pour tout s € R.

Démonstration : On rappel les injections suivantes :

DRY) = SRY) < H'RY),

l'injection D(RY) — S(RY) étant de plus dense. Il suffit donc de montrer que
S(RY) est dense dans H*(RY). On utilise la transformée de Fourier. Soit u €
H*(RN), alors (1 + [€]?)%/%u € L*(RY). L'espace S(R"Y) étant dense dans L?(RY),
il existe une suite de fonctions (,), C S(RY) telle que ¢, — (1 + |€]?)*/?U quand
n — oo dans L?(RY). Par définition de S(RY), 1, := (1 + |€]?)7%/2¢,, est encore
dans S(RY). La transformée de Fourier étant une bijection bicontinue de S(R™)
dans lui méme, on peut considérer la suite (uy), C S(RY) telle que 1, := 1,,. On
a alors :

tn — )l s @y < CIIA+ € *@n — T)| 2@y = [l — (1 + [€12)*/28 L2 @y,

et cette derniere quantité tend vers 0 quand n — oo. |

En utilisant 'opérateur de prolongement de la proposition 2.6, on déduit de la
proposition ci-dessus :

Corollaire 2.1 Si ) est de classe C avec T borné ou si§) = Rf alors pour tout u €
HY(Q) il existe une suite de fonctions (uy,), C D(RN) telle que llunlo—ull 1) — 0
quand n — 0.

Ce résultat est faux en général pour un ouvert 2 quelconque. Considérer par exemple
I’exemple 2.3 pour s’en convaincre. On peut néanmoins énoncer le

Théoréme 2.1 (De Meyer3-Serrin?) Soit Q un ouvert de RYN. Alors l’espace
C>(Q) N H™(Q)® est dense dans H™(Q) pour tout m € N.

La démonstration de ce théoreme est difficile et nous ’admettons. On peut la trouver
dans le livre de R. A. Adams, Sobolev Spaces.

A Il faut bien comprendre que dans le corollaire 2.1, ce sont les restrictions des
fonctions de D(R”) qui sont denses dans H'(Q) et pas les fonctions de D(12) elles-
mémes. En effet, en général, D(2) n’est pas dense dans H'(Q2) comme le prouve
le contre exemple suivant : Considérons la fonction f(z) = exp(z) et calculons pour
tout ¢ € D(]0,1]) :

(f.¢ Hl]ou—/ fodet [ fode

10,1]
= ("¢ )oxp + (f,0)pxp = =", 0)pxD + (f, 0)D'xD = 0,
car exp”(z) = exp(z). Il en résulte donc que f est orthogonale dans H*(]0,1[) &

tout le sous espace D(]0,1[) qui ne peut donc pas étre dense dans H!(]0,1[). Ceci
justifie la définition suivante :

Définition 2.3 On note H"(S2) I'adhérence (pour la norme || - || gm®~y) du sous-
espace D(Q) dans H™ ().

3Paul-André Meyer (21 aolit 1934 - 30 janvier 2003) Mathématicien frangais, il a mené une
brillante carriere de chercheur a I'université Louis Pasteur de Strasbourg.

4James Serrin : Mathématicien américain né en 1927, actuellement professeur émérite & 1’uni-
versité du Minnesota, Indianapolis.

5Bien faire la différence entre C°(Q) et C°° (), c’est & dire entre le corollaire 2.1 et le théoréme
de Meyer-Serrin !
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On a montré un peu plus haut que HF*(RY) = H™(RY). Lorsque Q # RY, les
fonctions de HJ"(€2) sont, dans un certain sens, les fonctions qui s’annulent sur le
bord de Q. Cette idée sera précisée plus loin lorsque nous aborderons la notion de
trace.

Exercice 2.4 Soit u € H}(]0,1[) N C([0,1]). Montrer que pour tout 0 < e < 1 :

i/o |u(x)dx</: () |de.

En déduire que u(0) = 0. En procédant de la méme fagon, montrer que l'on a aussi
u(1l) =0.

Exercice 2.5 Soit Q un ouvert de RY et u € H(9).

1. Pour toute boule ouvert B de RY vérifiant B C  on note § =dist(B, Q°).
Montrer que pour tout h € RV tel que |h| < & on a :

|mhule — ulBllL2(s) < [[VullL20 |hl,

ol T : X — u(x + h).

2. En déduire que si u vérifie Vu = 0 alors u est constante sur chaque composante
connexe de .

Solution : Soit B une boule comme dans I’énoncé. Supposons pour commencer que

u € D(RY).
1. Posons, pour x fixé dans B, v(t) := u(x+th), t € R. Alors v'(¢) = h-Vu(x+th)
et donc :

1
(x4 th) — u(x) = v(1) — v(0) = / h - Vu(x + th)dt.
0
Appliquant I'inégalité de Jensen, il vient :
1
|hu(x) —u(x)* < \h|2/ |Vu(x + th)|*dt,
0

puis intégrant sur B :
1
/ |hu(x) — u(x)|? dx < |h|2/ / |Vu(x + th)|*dt dx
B BJo

1
— np? / / Vuly)[ dydr.
0 B+th

Fixons |h| < § et notons B’ := {x+th : x € B,t € [0,1]} C Q. On obtient
alors :

Il = w25, < I [ [Vuly)Pay.

Maintenant, pour v € H(Q), on a u|p: € H'(B’) et on sait qu'il existe
une suite (u,), C D(RY) telle que u,|p — u|p dans H'(B’). On applique
I'inégalité ci-dessus avec les fonctions u,, puis on passe & la limite pour obtenir
I’estimation souhaitée.

2. Soit xg € Q et ¢ =dist(xp, 2°). Alors B(xg,&/2) C Q. Si Vu = 0 alors
I'inégalité précédente nous assure que u(x + h) = u(x) pour presque tout



2.2 Résultats de densité, les espaces H{"(£2) 29

x € B(xg,&/2) et pour tout h € B(0,£/2). On inteégre suivant h cette égalité
sur B(0,e/2) pour obtenir que

1
1B(0,/2)| Jp(x,e/2)

L’exercice 1.7 nous assure alors que u admet un représentat continu sur
B(x¢,¢/2). Comme cela est vrai pour toute boule incluse dans €2, on déduit
que u admet un représentant continu sur €2 tout entier et que, de plus, u est
localement constante. Or toute fonction continue localement constante sur €2
est constante sur chaque composante connexe de €.

u(x) = u(y)dy pour presque tout x € B(xq,£/2).

2.2.1 Inégalité de Poincaré

L’inégalité de Poincaré® est un outil fondamental que nous utiliserons dans la
résolution de certaines edp. Mais auparavant, nous avons besoin de la définition
suivante :

Définition 2.4 Nous dirons qu’un ouvert £ est borné dans une direction s’il existe
un vecteur unitaire d € RV et une constant 4 > 0 tels que £ C {x € RN . —A<
x-d < A}

Proposition 2.8 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné dans une di-
rection. Alors il existe une constante C > 0 ne dépendant que de ) telle que

Vue Hy(Q) ullrze) < CllVullrz().-

Démonstration : On peut supposer, quitte a changer de repere, que €2 est borné
dans la direction zx. On a alors Q C Q' x [—A, A] (€’ est un ouvert de RV=1) et
on note, comme nous I'avons déja fait, x = (x’,xx) € RV~ x R. Supposons dans
un premier temps que v € D(Q). On peut alors écrire que :

TN

|u(x’,xN)|2=2/ (o, )28 (1)t
a{EN

—A
puis
A

lu(x, zn)|* < 2/

u(x', 1)] ‘&L(x’7t)‘ dt.
—A

8;EN
On integre sur ' x [—A, A] pour obtenir :

/ lu(x', zn))?d(x', zx) < 4A/ lu(x',t)] ‘%(x’,t)‘ d(x',t).
Q Q 81‘1\[

Utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz il vient finalement :

</Q |U(X/7IN)|2d(X/,IN)) . <44 </Q Zd(X/7t)>1/2.

L’inégalité de Poincaré étant vérifiée pour toute fonction de D(2) et toute fonction
de H{ () étant la limite d’une suite de fonctions de D(2), on en déduit le résultat

ou

— (x'.t
axN(X7 )

SHenri Poincaré (29 avril 1854 &4 Nancy - 17 juillet 1912 & Paris) est un mathématicien,
un physicien et un philosophe frangais. Théoricien de génie, ses apports a maints domaines des
mathématiques et de la physique ont radicalement modifié ces deux sciences.
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de la proposition. [ |

L’inégalité de Poincaré affirme que dans H} (et sous certaines conditions sur 2)
la norme L? du gradient contrdle la norme L? de la fonction. Cela nous permet de
définir une nouvelle norme sur H}(Q) :

Corollaire 2.2 Si ) est un ouvert de RN borné dans une direction alors lull gy =
|[Vul 2 est une norme sur H} (Q) équivalente a la norme usuelle de H* ().

A Sur H'(£2) ou bien sur H}(2) lorsque  n’est pas borné, I'inégalité de Poincaré
est fausse.

Exercice 2.6 Donner des contres exemples & I'inégalité de Poincaré dans H{ (R)
et H'(] —1,1]).

Nous verrons d’autres types d’inégalités de Poincaré un peu plus loin dans les exer-
cices (cf. exercice 2.8 et exercice 3.6)

2.3 Injections continues, compactes

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que lorsque l'exposant m est suffi-
samment grand, les fonctions de H™ () ont des propriétés de continuité et de
différentiabilité au sens classique. On commence par le cas @ = RV, Rappelons que
pour k entier :

BFRYN) := {u € CFRY) : ‘ llim |ID%u(x)| =0Va e NV, |a| <k}.

Cet espace est un espace de Banach pour la norme :

lullgs ==Y sup [Du(x)].
a:\a|§kxeRN

Nous pouvons énoncer un premier résultat :

Théoréme 2.2 (de Morrey”)Soient s € R et k € N vérifiant s > N/2+k. Alors :

H*RY) — BFERY).

continue

Démonstration : Montrons d’abord le résultat pour k£ = 0, c’est a dire que si
s> N/2 alors H*(RYN) — BYRY). Soit u € D(RY), alors

continue

[ alax= [ )R e dg
RN RN

de 1/2
< Nl (/ it |s|2>s> |

En utilisant les coordonnées polaires (r,a) € [0, 00[xS¥~! définies dans la premier
chapitre, on obtient que :

/ / /Oo NldeF<OO
RN(1+|€| SN-1 1—|—7“ ’

7Charles Bradfield Morrey Jr, (23 juillet 1907 - 29 avril 1984) Mathématicien américain, pro-
fesseur & Berkeley (Californie) jusqu’en 1977.
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car s > N/2 donc 2s — (N — 1) > 1. Finalement, il existe une constante C' > 0 telle
que

@]l 1 ey < Cllullreeny  Vu € DRY).

La transformée de Fourier, considérée comme une application de (D(R™), ||| g7+ (z))
dans (L*(R™N), ||-|| 11 (r~)) est donc une application linéaire continue. Comme D(RY)

est dense dans H*(R™), on en déduit que la transformée de Fourier est en fait une
application linéaire continue de H*(R™) dans L' (R™). Or on sait que siu € L' (RY),
I'expression de u est donnée par la transformée de Fourier inverse :

1 P 1€-X

Ceci entraine dans un premier temps que toute fonction u € H*(RY) est continue :

u(x) =

lu(x +h) —u(x)| < (271_);1\[/2 /RN G(E)||ef& CHD) — ei€x| dg,

et le théoreme de convergence dominée nous assure que le terme de droite tend vers
0 lorsque |h| — 0. D’autre part on a, pour tout x € RV :

(27T>N/2 /]RN| (£)|d£ < <(27T)N/2 /RN (1+ 52)5> H ||H~7

ce qui prouve que

lu(x)] <

[ullgo < Cllullz:-

Enfin, on a vu précédement que D(RY) était dense dans H*(R™). Pour tout £ > 0,
il existe donc une fonction u. € D(RY) telle que

lu — wellss < Cllu - uellae < e.

Pour x¢ supp u., on a en particulier |u(x)| < €. On en déduit que limx|_, o |u(x)| =
0. Le cas général (k > 1) s’obtient en remarquant que

uwe H¥(RY) = D e H*~1*I(RN),
et s — |a| > N/2 pour tout |af < k. [ |
On déduit de cette proposition :

Corollaire 2.3 Soit Q un ouvert de RY . Alors, pour tout k € N et pour tout m € N
tel que m > N/2+ k, H™(Q) " ck Q).

Démonstration : Soit K C Q et (x une fonction de D(2) comme dans le lemme 1.2.
On peut prolonger toute fonction u de H™(f2) en une fonction @ de H™(RY) en
posant 4(x) = 0si x € Q° et u(x) = (x(x)u(x) si x € Q. La proposition affirme que
u € BF(RY) et donc que u|x € C*(K). Ceci étant vrai pour tout compact inclus
dans 2, on en déduit que u € C*(1). |

A I1 faut bien faire le glifférence entre le résultat donné dans ce corollaire et 1’in-
jection H™(Q) — C*(Q) qui est fausse en général sans hypothése supplémentaire.

continue

Considérer une fois de plus 'exemple 2.3. Lorsque 2 est régulier, cf. le corollaire 2.4.
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Exercice 2.7 Soit (u,), C H™(RY) avec m > N/2 une suite bornée. Montrer qu’il
existe une fonction u € C(RY) et une sous suite (u,,)x telles que u,, — u dans
C(RY) quand k — oo (la topologie de C(RY) est celle de la convergence uniforme
sur tout compact, & ne pas confondre avec celle de B°(R™) qui coincide avec celle

de L>(RN)).

Solution : Reprenant les calculs déja effectués dans la démonstration de la pro-
position 2.2, on a, pour tout v € H™(RY) (en fait pour tout v € D(RY) puis par
densité pour tout v € H™(RY)) :

1 =N ) )
|U(X + h) — 'U(X)| S W /RN |’U(€)||e7’€-(x+h) _ ezﬁ'x‘ dE

& v i 2 sin(h - £/2)|? 1/2
< (27T)N/2/RN [0(&)]|sin(h-£/2)|d€ < WHUHH (/RN |(1(+|§££)5)|d£> -

Comme s > N/2, le théoréme de convergence dominée nous assure que le dernier
terme tend vers 0 quand |h| — 0. De cette inégalité, on peut déduire que (u, ), est
une famille équicontinue dans C'(RY). D’apres le théoreme d’Ascoli, pour tout com-
pact K C R il existe une sous-suite qui converge uniformément sur K. En prenant
une suite croissante de compacts K (par exemple des boules fermées de rayon n) et
par un procédé d’extraction diagonale, on définit une fonction u € C(RY) et une
sous-suite (un, )r qui converge uniformément vers u sur tout compact de RV

Quand u € H*(RY) avec s < N/2 alors u n’a plus de représentant continu.
En revanche, u est dans un certain espace LI(RY). La valeur de I’exposant ¢ est
précisée dans le théoreme suivant :

Théoreme 2.3 (Injections de Sobolev) Soit 0 < s < N/2 :
1. Si s =N/2 alors H*(RN) < LYRY) pour tout q € [2, 00].

continue

2N
2. 8i0<s<N/2alors H*(RN) — LYRY) pour tout q € [2, N]'

continue — 2s

Démonstration : Nous allons seulement démontrer que si 0 < s < N/2 alors
H*(RN) «— LYRY) pour tout q € [2,2N/(N —2s)] et nous admettrons les autres

continue

cas. La démonstration repose sur le théoreme d’Hausdorff®-Young® qui affirme que
|F )| o < @)V 2Py VI<p<2

Le théoreme d’Hausdorff-Young est donc une généralisation du théoreme de Plan-
cherel. Evidemment, on peut aussi remplacer F par F dans I'inégalité ci-dessus. On
procede comme dans la démonstration du théoreme de Morrey. Soit 1 < p < 2 et
u € H*(RY), alors

/ [a()P de = / (1 + |€[%)*P/2(1 + |€]*)~*P/2|a(g)|P d¢
RN RN

1-p/2
d
S||“||11r71rs(11@1\f) / % )
wy (1+ [€[2) 75

8Felix Hausdorff (8 novembre 1868 - 26 janvier 1942) était un mathématicien allemand,
considéré comme 'un des fondateurs de la topologie moderne.

9William Henry Young (Londres, 20 octobre 1863 - Lausanne, 7 juillet 1942) est un
mathématicien anglais issu de l'université de Cambridge et ayant travaillé & université de Li-
verpool et a celle de Lausanne.
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ou l'inégalité s’obtient en appliquant l'inégalité de Holder. Utilisant les coordonnées
polaires (r, o), il vient :

/ / / V- 1d7‘dF
RN (1—|—|£|2 sv-1Jry (1 +72) (1+72)2%

et la derniere intégrale est finie dés que 2sp/(2 —p) — N +1 > 1 c'est a dire
p > 2N/(2s + N). Appliquant maintenant le théoréme de Hausdorff-Young avec F
a la fonction w4, on obtient que :

d£ 1/p—1/2
U| < (2m)N1/2=1/p) / _— U|| grs (RNY,
o vy < (27) T Jull s ey

pour tout 2 < p’ <2N/(N — 2s). [ ]

On peut étendre les résultats du théoreme au cas ou €2 est un ouvert assez régulier.

Corollaire 2.4 Lorsque ) est un ouvert de classe C* (o € N, o > 1) avec T borné
ou lorsque Q) = Rf :
1. Sim>N/2+4+k, k€N, a >k alors H"(Q) — C*(Q).

continue

2. Sim = N/2 alors H™(2) — L%(Q) pour tout q € [2,00][.

continue

continue —2m

2N
3. 8i0<m< N/2 alors H"(Q) — L%(Q) pour tout q € [2, N} .

On démontre ce corollaire dans le cas m = 1 en utilisant ’opérateur de prolongement
de la proposition 2.6. Nous n’avons pas les outils nécessaires pour le démontrer
lorsque m > 2 et nous admettons le résultat. Enfin, dans le cas ou §2 est de plus
borné, on admet également le théoreme suivant :

Théoréme 2.4 (Rellich'®-Kondrachov!!) On suppose que §) est borné et de
classe C'. On a :

1. 8i N <2 alors HY(2) — C(9Q).

compacte

2. Si N =2 alors H'(Q) — L), Vqe€]ll,+ool.

compacte

3. Si N >2alors H(Q) — L%(Q), Vqe [1

compacte

2N
"N -2
On particulier, on a toujours :

HY Q) — L*9Q).

compacte

Remarquer que le cas N < 2 se déduit du résultat de l'exercice 2.7 en introduisant
un opérateur de prolongement. Le théoreme suivant est diie égalament a F. Rellich :

Théoréme 2.5 Soit Q un ouvert borné dans RY. Alors, pour tout m € N :

Hy 1 (Q) < Hi'(Q).

En particulier, on a :
HY(Q) — L*Q).

compacte

0Franz Rellich (14 septembre 1906 - 25 septembre 1955) était un mathématicien allemand. T1
contribua aux fondements de la mécanique quantique et au développement de la théorie des edp.

11Vladimir Iosifovich Kondrashov était un mathématicien soviétique. Il est mort le 26 février
1971.
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A Remarquer bien que dans ce dernier théoreme, aucune hypothese n’est nécessaire
concernant la régularité de 'ouvert €.
On utilisera le théoreme 2.4 ci-dessus pour résoudre ’exercice suivant :

Exercice 2.8 Le but de cet exercice est de montrer 'inégalité de Poincaré-Wirtinger!? :
si © est un ouvert connexe borné de classe C! alors il existe une constante C' > 0

qui ne dépend que de € telle que :
1
Vue H'(Q), |lull2) <ClIVulre), onw:=u-— @/ u(x) dx,
Q

2] désignant la mesure de 2. On fait une démonstration par Pabsurde.

1. Montrer que si la constante C' n’existe pas, il est possible de construire une
suite (up)n C H'(Q) vérifiant [, u, dx = 0 pour tout n € N et

[unllzz = nl[Vun | 2.

2. En déduire qu’il est possible d’extraire une sous-suite (notée encore (uy,)y)
qui converge dans L?(£2). Montrer que cette suite converge aussi dans H!(2).
On note u* la limite.

3. Caleuler |[u*|| .2, [Vu*||12 et [, u*(x) dx. Montrer que I'on arrive & une contra-
diction.

A Comparer I'inégalité de Poincaré-Wirtinger avec I'inégalité de Poincaré donnée
plus tot dans le cours.

2.4 Trace d’une fonction

Lorsque u est une fonction de L2(Q) ou © est un ouvert de R, on ne peut
pas considérer la restriction de la fonction & un ensemble de mesure nulle car les
fonctions de L2(Q2) sont justement définies & un ensemble de mesure nulle pres. En
revanche, comme nous ’avons vu dans la partie précédente, les fonctions des espaces
de Sobolev sont plus régulieres que les fonctions de L?. On a par exemple montré
que lorsque m > N/2, les fonctions de H™ () admettent un représentant continu.
Nous allons montrer dans cette partie qu’il n’est pas nécessaire que la fonction ait
un représentant continu pour que l'on puisse considérer sa restriction a I' := 9.
C’est ce que nous appellerons la trace de la fonction sur le bord du domaine.

2.4.1 Cas du demi-espace
Commencons par traiter le cas du demi-espace, c’est a dire
Q=RY = {x,zy) e RV"' xR : 2y >0}

On a alors
I:=00={(x,0) : X e RV},
que nous identifierons & RV~

Théoréme 2.6 (De trace) Il existe une application linéaire continue, appelée trace
et notée :

v : HYRY) — H2®RN,
qui prolonge U'application restriction usuelle pour les fonctions continues. Cette ap-
plication est surjective et son noyau est ker(yo) = Hj(RY).

12Wilhelm Wirtinger (1865-1945) était un mathématicien écossais.
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Les fonctions de Hj (RY) sont donc les fonctions dont la trace est nulle sur le bord
du domaine. Cette notion donne un sens précis a 'idée que nous en avions, a savoir
celle de fonctions qui s’annulent sur le bord du domaine.

Dans la démonstration de ce théoreme nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2 Pour tout v € D(R) on a :
[w(0)|* < 2||v]l 2@ IV [l L2 (re)-

Démonstration : Il suffit de remarquer que

+oo
|me=—QA o/ (s)u(s)ds,

et d’appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz. |

Démonstration du théoréme : Comme nous 'avons déja fait, on commence
par considérer des fonctions régulieres et qui forment un sous-espace dense dans
H'(RY). Nous prendrons ici la restriction & RY des fonctions de D(RY). Soit u une
telle fonction. Nous noterons @ la transformée de Fourier partielle en x” définie par :

~ 1 _-x/. !
uE rn) = W/RN—I u(x, zy)e” ™ ¢ dx/,

et qui n’est rien d’autre que la transformée de Fourier usuelle de la fonction x’ €
RN=1 s u(x’,2y) olt zy est fixé. La fonction u étant tres réguliere et & support
compact, on montre sans difficulté que

ou
8a:N

€)= L)

D’apres 1’égalité de Parseval et les propriétés de la transformée de Fourier, on a :

2 _ 2 2
||uHH1(R£) = /}Mu (x) dx—&-/RN [Vu(x)|* dx

+

// 1+ |€12)|ace, xN|2d£de+/ /RNI
// 1+ 1€'1)[a(¢, xN\2d5d$N+/ /RNI

A ¢ fixé, la fonction 2y +— U(¢',xx) est dans D(R). On applique le lemme pour

obtenir :
9 1/2
d{L’N) )

1/2
[a(g’, 0)* <2 (/R m(éleN)Fde) (/R

2
(¢, xn)| d€'day

2
d¢'dzy.

(&, xn)

ou
6$N

75— (& 2n)

puis

1+ €' ) [u(g’,0)?

1/2
2 <(1 + |£/|2)/]R |ﬂ(£',xN)|2dmN> (/R

ou

(€ 2)

9 1/2
de) )
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et en utilisant I'inégalité ab < 1/2(a? + b?) :
(1+1€'1")?[ag’,0)) < (1 + |€I|2)/R (¢, xn)dey
+

o,

En intégrant cette inégalité sur RV ! et en utilisant une égalité obtenue plus haut,
il vient :

2
dZL'N.

/\

Drn (5 TN)

No(@ll e @y-1) < llull i @y)-

Cette estimation étant valable pour toute fonction de D(RY), 'application linéaire
continue
u € D(RN) — v (u) € HY*(RN 1),

se prolonge de fagon unique en une application linéaire continue de H I(Rf ) dans
H1/2 (RN_l).

Montrons maintenant que 7 est une fonction surjective. Pour cela, considérons
a € HY2(RN~1) et construisons u € H*(RY) telle que v(u) = a. Soit p € D(R)
la fonction définie par p := ep ou p est donnée dans le premier chapitre, para-
graphe 1.1.4. On a alors p(0) = 1 et 0 < p(z) < 1 pour tout = € R. Définissons u
par sa transformée de Fourier partielle :

(€ an) = a€)p((1+ €' 1) Pan).

De Dégalité m({l) = a(¢'), on déduit (suivant le théoréme de Plancherel), que
Yo(u) = a. Par ailleurs,

2

L+ €' P)faE, =) + (I

‘8@

T
(¢,

= (14 1'1) (1€, 2n) P + (€9 (1 + [€12) 2an) 2)
<(1+ef >\a< DB+ 1€ ) 20w 2 + 19/ (1 + 1€ ) ) ).

Or, en effectuant un changement de variables, £ étant fixé, on obtient :
oo oo
/ (1 + €' 2an) Py = (1+ [€'17) 72 |p(an)Pden = Cr(1 + |€'17) 712,
0 0
/ 0/ (1+1&'%) 22w Pdey = 1+ €1 72] 1o/ (@n)Pden = Ca(1 4 [€']7) 712
0 0

On integre alors I'inégalité plus haut d’abord suivant x entre 0 et +oco puis suivant
¢’ sur RN~ pour obtenir I’estimation :

[ull iy < Cllallgrrz@y-1),

ot C :=/C; + C; ce qui prouve que u € H'(RY).

Nous admettrons le dernier point du théoréme, la démonstration étant longue et
technique. On pourra la trouver dans R. Dautray, J-.L. Lions, Analyse mathématiques
et calcul numérique, volume 3, Transformations, Sobolev, opérateurs, pages 901-903.
[ |

En utilisant la transformée de Fourier partielle plus générale introduite dans la
proposition 2.5, on montre que :
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Théoréme 2.7 Pour tout m € N*, Uapplication trace vérifie
Ao(H™ (RY)) = H™=V/2(RN1),

De plus Uapplication (avec les normes associées!) :
Yo : Hm(Rf) L HTU2(RNAL),

est continue. Son noyau est Ker o = Hg(RY) N H™(RY).

A Ne pas confondre H}(RY) N H™(RY) avec H*(RY). On a seulement une
inclusion : Hy"(RY) c H (RY)NH™(RY). Trouver des contre-exemples & I'inclusion
réciproque.

Exercice 2.9 Soit g € H™ V/2(RN=1), m € N* et Q = RY. Pour tout x € 2, on
note x = (x',zx) € R¥~1 x R,. Montrer que le probleme aux limites suivant :

—Au4+u =0 sur {2
u(x’,0) =g(x') x' e RNL

admet au moins une solution (au sens des distributions sur 2 et au sens des traces

sur 0€2) dans H™ () (Indication : utiliser la transformée de Fourier partielle).

2.4.2 Cas d’un ouvert régulier quelconque

Pour définir la trace d’une fonction sur le bord I' d’un ouvert € de classe C!, on
introduit une partition de 'unité et un systeme de cartes locales pour se ramener
au cas du demi-espace que nous venons de traiter. Nous n’écrirons pas en détails
cette démarche et ne donnons que le résultat :

Théoreme 2.8 Soit Q un ouvert de classe Ct, alors il existe un opérateur linéaire
continu, appelé opérateur trace et noté vy de H*(Q)) dans L*(T) qui coincide avec
Uopérateur de restriction usuel pour les fonctions continues. Son noyau est ker
Yo = H& (€).

A la suite de ce théoreme, on pose :

Définition 2.5 Soit 2 un ouvert de classe C™ avec m € N* et o 'opérateur décrit
dans le théoreme précédent. On définit alors, par analogie avec le cas €2 = Rj\_f :

H™Y/2(D) = 20 (H™ (@),
que 'on munit de la norme :
||/U/||H7n71/2 ) = inf ||U||Hm(Q)
® vey ' ({u})
A L’opérateur o : H™(Q) — H™/2(T) est alors linéaire continu (le vérifier)
et surjectif (par construction).

Remarque 2.2 Par définition de la norme de H™~'/2(Q), pour tout g € H™/2(I")
il est possible de trouver un fonction G € H™(Q) telle que vo(G) = g et

Gl @) < /2090l rm=1/2(r)-
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Précisons enfin qu’il est possible de donner une définition intrinseque de ’espace
H™1/2(I") sans utiliser opérateur trace.

Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, on notera simplement u au lieu de
Yo(u) par exemple dans les formules d’intégration : [, u? dT" au lieu de [i.(vo(u))? dT.

Si u € H?(Q) alors bien entendu v € H'(Q) mais aussi du/dz; € H'(Q)
pour tout ¢ = 1,..., N. On peut donc nous seulement considérer vo(u) mais aussi
Yo(Ou/dx;) qui sont alors des fonctions de H'/?(T). En particulier, lorsque T est de
classe C1, Vu - n est un élément de L*(T).

Enfin, donnons sans démonstration un résultat de densité :

Proposition 2.9 Soit Q un ouvert de classe C™, m € N*. Alors

H™Y2() — L*(I).

dense

2.4.3 Retour sur la formule de Green

Maintenant que nous sommes en mesure de donner un sens a la restriction d’une
fonction d’un espace de Sobolev sur le bord d’un ouvert, nous allons montrer que
la formule de Green est encore valable pour de telles fonctions.

Proposition 2.10 Soit Q un ouvert de classe C* dans RN tel que T' soit borné on
bien Q = Rﬂ\r’, alors, pour toutes fonctions u € H?(Q) et v € H*(Q) :

/Auvdx: a—uvdF—/Vu~Vvdx.
Q r On Q

Précisons une fois encore que dans l'intégrale de bord, il faut comprendre 7o (u)
pour u (la trace de u) sur T' et

ou N ou
871’1 E ;WO (317,) N,

otn=(ng,...,ny)7T.

Démonstration : Soient u et v deux fonctions de D(RY). Appliquons la formule
d’Ostrogradsky avec F := (0,...,0,uv,0,...,0)7 ou le terme uv est en i—e&me
position. On obtient que :

%v + @u dx = / uvn; dI. (FO)
o Ox; Oz; r

Les propriétés de régularité de ) nous assurent, d’apres le corollaire 2.1, que pour

toute fonction u € H'(Q), il existe une suite (u,), C DRY) telle que |un|o —

ul| 1)) — 0 quand n — oo. La continuité de 'application trace nous permet de

conclure que l'on a aussi [|u,|r — u[r|[z2(r) — 0. Or, pour tout v € D(RY) et pour

tout n € N : 5 5
unv + iu,L dx = / unvn; dl.
o Ox; O0x; r

On passe alors a la limite dans cette égalité, prouvant ainsi que (FO) est encore
vérifiée pour toute fonction v € H'(Q). On procede de la méme facon avec une
suite (vn), C D(RY) qui converge dans H'(Q) vers une fonction v arbitrairement
choisie pour obtenir que (FO) reste vraie si u € H'(Q) et v € H!(Q). Choisissons
maintenant u € H?(2). Alors du/dz; € H'(Q) et I'on peut appliquer la formule
avec cette fonction. On obtient :

0%u ov Ou ou
AU CRLC O D L
/Q 83@?0 + Ox; 0x; X /F 0x; un
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En sommant sur tous les ¢ = 1,..., N on obtient la formule de Green. |

2.5 Exercices sur le chapitre 2

Exercice 2.10 soit a,b[ un intervalle de R avec —co < a < b < 400 et ¢ une
fonction de classe C! sur [a, b].

1. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de a et b telle

que :
Vit €la,b], [e(t)] < Clellze + ll¢llz2)-

En déduire que H'(Ja,b]) — L*(Ja,b]) et que I'injection est continue (on
pourra admettre la densité de C([a, b]) dans H!(]a,b])).

2. Choisir un exemple de fonction du type u(r,0) = (—log(r))*, (o € R &
déterminer) pour prouver que l'injection de H!(B) dans L>°(B) (ol B est la
boule de centre 0 et de rayon 1/2) est fausse en dimension deux (on rappelle

ce résultat concernant les intégrales de Bertrand : f01/2 1/(r|log(r)|?)dr < oo
si et seulement si 8 > 1).

3. Soit B une partie bornée de H'(]a,b[). Montrer qu’il existe une constante
C > 0 ne dépendant que de B, telle que :

Vo € B, Vit €labl, |o(t) — o(t')] < Clt — 1|2,

En déduire que I'injection de H'(]a,b[) dans L>(]a,b[) est compacte (on uti-
lisera la théoreme d’Ascoli'® : de toute suite bornée et équicontinue dans
C(Ja, b)), on peut extraire une sous-suite convergente).

Exercice 2.11 Soit v € L?(R). On note 7,u la fonction définie pour tout = € R
par Tpu(z) := u(x + h). On désigne par F la transformée de Fourier de L?(R) dans
L?(R).

1. Montrer que, pour tout £ € R :

f<7huh— u) _ (a‘h&h_ 1) a).

2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout h # 0 et £ # 0 :

sin(h§/2) _ o—ih€/2
h¢&/2

et — 1

= —ig| = el < Clel.

3. Déduire des questions précédentes que si u € H'(R) :
}llli% ||(7'hu — u)/h — uIHLz(R) =0.

Exercice 2.12 Soit I :=]a,b[ un intervalle de R avec —oco < a < b < +00. Pour
tout 0 < a < (b —a)/2, on note I, :=la + a, b — a.

1. Montrer que si u € C*([a,b]) alors pour tout o comme ci-dessus :

1
|u(z 4 h) — u(x)]? < h2/ |u'(z 4+ sh)|[?ds Vx €I, VheR, |h| < a.
0

13Guilio Ascoli (1843-1896) Mathématicien italien, ses travaux portent, entre autres, sur la
théorie des fonctions.
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En déduire que pour toute fonction u € H'(I), pour tout intervalle I,, et pour
tout h € R tel que |h| < a:

(7w = w)/hll 2,y < 0 llz2 ),

ou la fonction m,u est définie comme dans ’exercice 2.11.

2. Réciproquement, on suppose maintenant que pour une certaine fonction u €
L?(I), il existe une constante C' > 0 telle que pour tout intervalle I, et pour
tout h € R tel que |h| < a:

[(Tnw = w)/hllL2(1,) < C.

Pour toute fonction ¢ € D(I) on note @ la fonction ¢ prolongée par 0 sur R
tout entier. Vérifier que pour un certain « (& préciser) et pour tout h € R tel
que |h| < o :

Pl +h) —p(x) w(@ = h) — u(z)
/Iu(z)fdx = /Ia ﬁw(x)dx.

3. Déduire de la question précédente que, toujours pour la méme fonction u €
L?(I) fixée, la fonction :

T,:DI) — R

o = L) = [u =g,

est linéaire continue pour la norme de L?([).

4. En utilisant un résultat de densité, montrer que 7Ty, se prolonge de fagon unique
en une application linéaire continue sur L?(I) tout entier.

5. Montrer qu'il existe v € L?(I) telle que, pour tout ¢ € D(I) :

/u(m)cp'(x)dx = /v(x)go(ac)dx.

I I

Indication : utiliser le théoreme de représentation de Riesz.

6. Conclure que u € H*(I).
Exercice 2.13 Montrer que
u€ H*RY) & u e LA(RY) et Au € L*(RY),

et que lapplication u — —Au + au (ol « est un réel positif) est un isomorphisme
continu de H?(RY) sur L?(R¥) (utiliser la transformée de Fourier).

Exercice 2.14 Soient u et v deux fonctions de H*(R). Prouver que

/OO u(z)v' (r)dr = — /00 o (z)v(z)dz.

—00 —00

Montrer que le produit uv est dans H'(R) et que (uv) = u'v + uv’ au sens des
distributions (on dit que H!(R) est une algebre).

Exercice 2.15 Soit u € H*(RY) avec s > N/2. Montrer que limjy|_o u(x) = 0.

Exercice 2.16 Soit 2 le carré ]0,1[x]0,1[ de R? et soit u € H*(Q). Pour tout
x €]0,1[, on pose v(z) = f]o (@, s)ds.
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1. Pourquoi cette fonction est-elle bien définie ?

2. Montrer que v € H'(]0,1[) et donner I'expression de v’. En déduire que v est
continue sur [0, 1]. La fonction u était-elle continue sur Q?

Exercice 2.17 Soit u € L?(]0,1[). On pose v(x) = jio o (s)ds. Montrer que v €
H'(]0,1]) et déterminer v'.

Exercice 2.18 Dans les espaces LP, deux fonctions qui different seulement sur
un ensemble de mesure nulle sont égales. Ce n’est plus le cas dans les espaces de
Sobolev. Dans les espaces H', la bonne notion est celle de capacité . Par exemple,
lensemble {0} n’est pas de capacité nulle dans R mais le point {(0,0)} est de
capacité nulle dans R?. Ceci entraine que H'(] — 1,1[\{0}) # H'(] — 1, 1[) mais que
HY(Q) = HY(Q\ {(0,0)}) ot Q est un ouvert de R? contenant (0,0). Montrons ce
résultat :

1. Montrer que H'(] — 1,1[\{0}) # H*(] — 1,1]).

2. Soit Q un ouvert de R? contenant 0 := (0,0)7 et Q' = Q\ {0}. Montrer que
siu € HY(Q) alors u|q € HY(Q).

3. On pose, pour tout n € N* et pour tout r € Ry :

Tulr) = / (s — 2/n)ds,

ou p,, est la fonction définie dans le paragraphe 1.1.4 (cf. graphe ci-dessous).

1
0,8
0,6
0,4
0,2

ks
0

F1G. 2.8 — Graphes des fonctions p; (en vert) et X1 (en rouge).

On pose ensuite, pour tout n € N* et pour tout x € R?, la fonction x,(x) :=
Xn (%)
(a) Vérifier qu'il existe une constante C' > 0 telle que |X/,(r)] < Cn pour
tout n € N* et tout r € R

(b) Soit u € H()'). Montrer que pour tout ¢ € D(2) et pour tout n € N*,
©Xn est dans D(Q) et donc que :

O(pxn 0
/ U (QOX)dx:— ucpxndx 1=1,2.
’ 8.I‘i Q/ 8331'

(¢) En passant a la limite dans I'identité ci-dessus, montrer que

Oy ou .
= — =1,2.
// uami dx o aacz_gpdx ) ,

En déduire que u € H(Q) puis que H}(Q) = H ().
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Exercice 2.19 (Démonstration de la Proposition 2.5) On reprend les nota-
tions du paragraphe 1.5.1 et de la proposition 2.5. Soit u € C*°(Q).

1. Montrer que, pour tout (r,6) € Q,r#0:

ou ou . . ou .

E(r, 0) = cos(@)a—xl(r cos(f),rsin()) + sm(@)a—xz(r cos (), rsin(9)),
10u _ ou _ ou :
;@(7‘, 0)=— sm(G)a—ml(r cos(f), rsin(f)) + cos(@)a—w(r cos(f), rsin(h)),

puis que
|Vu(r cos(9), rsin(9))|? = @(r 6) i 1 @(r 0) i
’ Cort” r2 90"’ ’

et enfin que
[ull 10y = ||ﬂ||f{r1(ﬁ)-

2. En déduire que Iapplication u € C(Q) N HY(Q) — & := uo ¢ € H(Q) se

prolonge de facon unique en une isométrie de H'(2) sur H'(2) (en particulier,
c’est une application injective).

3. L’application ¢ étant un difféormorphisme de Q\ ({0} x] — 7, 7]) sur Q\ {0},
on peut poser, pour tout v € et pour tout x € Q\ {0}, u(x) :=vop~(x).
Montrer que u € H*(Q\ {0}).

4. Utiliser le résultat de I'exercice 2.18 pour en déduire que I'application u €
HY(Q) — u € H'(Q) est une bijection.

Exercice 2.20 On note Bp la boule de centre 0 et de rayon R dans RY et on note
r = |x| la distance du point x & origine.
1. On suppose que 2 < N et ¢ > 2N/(N — 2) et on considere la fonction u(x) =
r*. Choisir A pour que u soit dans H'(Bg) mais pas dans L4(Bg).
2. On se place maintenant dans le cas limite N = 2 et on considere la fonction
u(x) = log(log4R/r). Vérifier que u € H'(Bg) alors que, évidemment u ¢
L>®(Bp).

Exercice 2.21 Soit Q un ouvert de RY. Pour tout m € N*, on considere I’'opérateur
de prolongement canonique P : D(Q2) — H™(RY) défini pour tout u € D(Q) par :

Julx) sixe,
Pu(x) = {O si x¢ Q.

1. Montrer que P se prolonge de fagon unique en une isométrie de Hj*(§2) dans
Hm™ (RN)

2. En notant toujours P Papplication prolongée, montrer que P(u)|q = u pour
tout u € HJ"(Q).

A Remarquer que dans cet exercice, aucune hypothese concernant la régularité
de Q n’est nécessaire. Comparer avec les résultats de prolongement donnés dans le
cours.

Exercice 2.22 Le but de cet exercice est de construire ’application trace sur le
bord d’un carré. On considere la carré Q = [—L, L] x [0,!] dans R? et on note I' le
coté [—L, L] x {0}. On considere Iapplication linéaire

v:u € CHQ) — ulp € L*(T),

et on souhaite montrer que cette application se prolonge en une application 7 linéaire
continue de H*(2) dans L?(T") (appelée application trace).
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1. Soit u € C*(£2). Montrer que pour tout y € [0,1],

L L L Y
/ uQ(x,O)de/ uQ(x,y)dx—&—Q/ /
-L -L - Jo

2. Montrer que si ¢ est une fonction continue sur un intervalle borné I de lon-
gueur |I], alors

Ju
a—y(x, tyu(x, t)‘ dtdzx.

1
Hyeﬁdmwwwﬂéﬁ1ﬁwwmt

3. Appliquer I'inégalité de la question précédente a la fonction y — [ fL u?(x,y) da
et en déduire que

1
[ 00w < Flulae + 2l Vel

4. En remarquant que pour tout a,b € R on a 2|ab| < a® + b2, en déduire qu’il
existe une constante C' > 0 ne dépendant pas de u telle que

1/2
(/ u?(z,0) dz) < Cllullgiqy, YueCHQ).
r

5. Conclure en admettant la densité de C'*(Q) dans H'(Q).
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Chapitre 3

Formulation variationnelle de
problemes elliptiques

Dans ce cours, nous nous restreindrons a un seul type d’edp : les edp elliptiques.
Précisons ce que nous entendons par-la :

3.1 Nomenclature des edp linéaires

Trois grandes catégories

Les edp linéaires sont regroupées suivant trois grandes catégories : les edp pa-
raboliques, hyperboliques et elliptiques. La nomenclature est inspirée de celle
des coniques bien que n’ayant aucun rapport avec elle.

Un exemple d’edp parabolique est I’équation de la chaleur. Si u(t,x) désigne la
température au temps t et au point x d’une piece de métal 2 n’étant soumise a
aucune source de chaleur, alors :

@(ux) ~ D Au(t,x) =0, VYxeQ V>0,

ot cp

ol k est la conductivité thermique, p la densité et ¢ la chaleur spécifique, toutes trois
étant des constantes positives. La dénomination (équation parabolique) s’explique
de la fagon suivant : si on remplace les opérateurs différentiels 9/0t par T et
d/0x; par X;, on obtient I'équation T — k/(cp)(X? + ... + X%) = 0, ce qui est
I’équation d’une paraboloide. Un exemple d’équation de la chaleur est traité dans
Pexercice A.1.

Un exemple d’équation hyperbolique est ’équation des ondes. Considérons une
membrane plane élastique ) fixée & un cerceau I' (par exemple la membrane d’un
tambour) et notons u(t,x) le petit déplacement au temps ¢t > 0 du point qui se
trouvait en x & l'instant initial. Alors, si la membrane n’est soumise a aucune force
extérieure :

0%u

ot?
ou Ty > 0 est la tension de la membrane, une constante positive. On obtient cette
fois que T% — Tp(X? +... 4+ X3%) = 0 est Péquation d’'une hyperboloide. On trouvera
un exemple d’étude de I’équation des ondes en dimension 1 dans l'exercice A.2.

Supposons maintenant que la membrane soit soumise a une force f indépendante
du temps (par exemple la gravité) et que son mouvement se soit stabilisée. Alors u
ne dépend plus du temps et vérifie :

—ToAu(x) = f(x), Vxe.

(t,x) — ToAu(t,x) =0, VxeQ, Vi>0,
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-0.02

-0.04

-0.06

Fic. 3.1 — Membrane élastique soumise a une force de type gravité, ou bien, d’un
point de vu plus mathématique, graphe de la solution u d’une edp de Laplace.

La petite manipulation déja effectuée conduit & —To(XZ +...+ X%) = 0 (on ne
fait pas intervenir le second membre f) ce qui est ’équation d’une ellipsoide. Cette
derniere équation s’appelle aussi équation de Laplace!.. On trouvera des exemples
d’équations de Laplace dans les exercices A.4 et A.5.

Les conditions aux limites, les conditions initiales

Comme pour les équations différentielles ordinaires, lorsque 'edp dépend du
temps, il faut spécifier les conditions au temps ¢ = 0. Reprenons les exemples du
paragraphe précédent : pour I’équation de la chaleur qui fait intervenir un opérateur
du premier ordre en ¢, il faut donner la valeur de u(x, 0) (c’est a dire la température
en chaque point de la piece au temps ¢t = 0). Pour 1’équation des ondes, qui fait
quant a elle intervenir un opérateur du second ordre en t, il faut spécifier la position
initiale de la membrane u(x,0) mais aussi sa vitesse initiale du/dt(x,0).

La notion de conditions aux limites est spécifique aux edp. Elle consiste a donner
des conditions au bord du domaine sur lequel est posé I’edp. Pour I’équation de la
chaleur, ce peut étre une condition du type u(t,x) = 0 sur 9 ce qui signifie que
la piece est plongée dans la glace et donc que son bord est maintenu pour tout
temps a une température de 0 degré. Ce type de condition est appelé condition
de Dirichlet?. Un autre type de condition est du/dn = 0 (le flux de chaleur
est nul sur JN) ce qui traduirait le fait que la piece est complétement isolée. On
appelle condition de Neumann? une telle condition. Enfin de flux de chaleur
peut étre proportionnel a la température de la piece sur sa surface ce qui se traduit
par : Ou/On + au = 0 sur 9 (« est une constante). Ce dernier type de condition

IPierre-Simon Laplace, né le 23 mars 1749 4 Beaumont-en-Auge (Calvados), mort le 5 mars
1827 a Paris, était un mathématicien, astronome et physicien francgais particulierement célebre par
son ouvrage en cing volumes Mécanique Céleste.

2Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (13 février 1805, Diiren - 5 mai 1859, Géttingen) était
un mathématicien allemand.

3Carl Gottfried Neumann (7 mai 1832 & Konigsberg - 27 mars 1925 & Leipzig) était un
mathématicien allemand.
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s’appelle condition de Fourier ou de Robin*. La résolution d’une edp sur un
ouvert ) nécessite que soient spécifiées des conditions aux limites sur 0f).

3.2 Le probleme de Dirichlet

On appelle probléme de Dirichlet une équation de Laplace avec conditions aux
limites de type Dirichlet. Pour tout € ouvert de RY et I := 99, le probleme de
Dirichlet s’énonce de la fagon suivante : Déterminer une fonction v dans un certain
espace fonctionnel V' telle que

—Au f  dans Q
{ u =0 sur T, (D)

ou f est une fonction donnée dans un certain espace fonctionnel H. Un cadre clas-
sique pour résoudre cette edp serait de considérer f € C(£2) et consisterait & chercher
une solution dans C?(€)). Historiquement, ce fut également la premiere approche
proposée pour ce type de probleme. Nous allons plutét utiliser les espaces de Sobo-
lev, comprendre les dérivées au sens des distributions et la condition aux limites au
sens de la théorie des traces.

Le mathématicien J. Hadamard® a introduit la notion de probleme bien posé :

Définition 3.1 Le probléeme (D) est bien posé au sens d’Hadamard dans les espaces
fonctionnels V' et H si pour tout f € H il existe une unique solution u € V et si de
plus

lullv <Cflla VfeH,

ou la constante C' > 0 est indépendante de u et f.

Un travail préliminaire & la résolution du probleme (D) consiste & en chercher
des formulations équivalentes.

Proposition 3.1 Soit f € L%(9), alors les problémes suivants sont équivalents :
1. Trouwver u € H(Q) telle que —Au = f dans D'(Q).
2. Trouver u € H} () telle que :

/ Vu(x) - Vo(x) dx = / f(x)v(x)dx Yove HH Q). (FV)
Q Q
3. Trouver u € H} () qui minimise dans Hg(Q) la fonctionnelle

J(v) = %/Q\Vv(x)|2dx—/ﬂf(x)v(x)dx.

Cette derniére formulation s’appelle le principe de Dirichlet.

La formulation 2. correspond en physiques au principe des travaux virtuels. En
mathématiques nous ’appelons plutot formulation variationnelle. La troisieme for-
mulation correspond a une approche énergétique du probleme et affirme que la
solution est la fonction qui minimise une certaine énergie.

Dire que les trois formulations sont équivalentes signifie que si u est solution de
I'un des probleme elle est aussi solution des deux autres.

4James Wilson Robin (né en décember 1943) est un mathématicien anglais, il est professeur a
I'université d’Oxford.

5Jacques Salomon Hadamard (né le 8 décembre 1865 & Versailles, mort le 17 octobre 1963
a Paris) était un mathématicien frangais, connu pour ses travaux en théorie des nombres et en
cryptologie.
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Définition 3.2 Une solution a I’'un quelconque des problemes tous équivalents for-
mulés dans la proposition ci-dessus est appelée une solution faible ou solution wva-
riationnelle du probléeme de Dirichlet (D).

Démonstration de la proposition: On procede en plusieurs étapes :

2=1

1=2

3=2

Si u est solution de (FV) alors, puisque D(Q2) C H}(Q2), on a pour tout
peD):

| Tulx)- vt dx—Z / G52 e dx = [ gl ax.

Cette égalité se lit encore :

N
ou Oy >
’ = <f7 §0>'D’ D,
;<6$i axi D’'xD )

et par définition de la dérivation au sens des distributions, il vient :

_Z<82’ > = (£, ¢)prwms
D’ xD

c’est a dire
—Au = f dans D'(Q).

En remontant les calculs précédents, on obtient que

[ Fux)- Vetax = [ jexptxix

pour tout ¢ € D(). Or par définition D(Q2) est dense dans H{ (). Par un
raisonnement que nous déja fait plusieurs fois, on obtient que 1’égalité est aussi
vérifiée pour tout ¢ € HJ ().

Soit u € Hg(2) qui minimise la fonctionnelle J et soit v € H(Q2). Alors, pour
tout t € R, on a J(u) < J(u + tv). Or

J(u+tv) /|V u+tv |2dx—/fu+tv

:J(u)+t/Vu~Vvdx+—/|Vu|2dxft/fvdx. (E)
Q 2 Jo Q

On a donc en particulier, pour tout t € R et tout v € Hg () :

2
t(/ Vu-Vvdx—/fde)—i—t/|Vv|2dx>0.
Q Q 2 Ja

En divisant cette inégalité par ¢t > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0 on obtient
que :

/Vu~Vvdx—/fvdx20.
Q Q

En divisant ensuite la méme inégalité mais cette fois par ¢ < 0 et en faisant
tendre t vers 0, il vient :

/Vu'Vvdxf/fvdng,
Q Q

ce qui prouve que u vérifie la formulation (FV).
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2 = 3 Si u est solution de (FV) alors avec (E) on obtient que, pour tout v € Hg () :
1
J(u+v) :J(u)+§/ |Vo|? dx, (3.1)
Q

ce qui prouve que u réalise le minimum de J sur Hg (€2).

De cette proposition, on déduit que :

Corollaire 3.1 Si l'un quelconque des problemes tous équivalents de la proposition
précédente admet une solution, alors cette solution est unique.

Démonstration : D’apres la relation (3.1), si uy et ug sont deux solutions alors
J(ur) = J(uz) = J(ur) + [ |V (ug —u1)|? dx et donc V(uz —u;) = 0. Comme nous
I’avons prouvé dans I'exercice 2.5, ceci entraine que us — 11 est constante sur chaque
composante connexe de 2. Or la seule fonction constante par morceaux dans H} ()
est la fonction identiquement nulle. |

3.3 Un peu d’algebre linéaire

C’est sous la forme (FV) de la proposition 3.1 que nous allons prouver I'existence
d’une solution au probleme de Dirichlet. Pour cela nous allons utiliser un résultat
abstrait s’appuyant sur la structure d’espace de Hilbert des espaces de Sobolev.
Introduisons quelques notations : Dans ce paragraphe, V désigne un espace de
Hilbert de produit scalaire (u,v)y et de norme associée ||ully. On note V' le dual
de V et a(u,v) est une forme bilinéaire sur V x V, c’est a dire que a(u, v) est linéaire
par rapport a chacune de ses variables et est a valeurs dans R.

— La forme bilinéaire est continue s’il existe une constante M > 0 telle que

la(u,v)| < Mllullv[lvlly V¥ (u,v) €V xV.

La plus petite constante qui convient est alors par définition la norme de
I’application bilinéaire.
— La forme bilinéaire est elliptique (ou ccercive) s’il existe une constante o > 0
telle que
a(u,u) > allul|?, YueV.

Le résultat principal de ce paragraphe est le

Théoréme 3.1 (De Lax®-Milgram?). Soit a(u,v) une forme bilinéaire continue
et elliptique sur un espace de Hilbert V et soit F' une forme linéaire continue sur
V' (c’est & dire un élément de V'). Alors il existe un unique élément up dans V
solution de

a(up,v) = (F,v)yxy YveT. (P)

Si de plus a est symétrique, la solution u du probléme ci-dessus est ['unique solution
du probléme de minimisation :

ueV

min {;a(u,v) —(F, wvw} .

SPeter Lax est un mathématicien hongrois né en 1926 & Budapest. Le prix Abel 2005 lui a été
décerné.

"R. James Milgram est un mathématicien américain né en 1939. Il est actuellement professeur
a Stanford University
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Remarque 3.1 La cercivité et la continuité de a nous assure de l’existence de
deux constantes M > 0 et a > 0 telles que

allull} < alu,w) < Mlful} Vue V.

Lorsque la forme bilinéaire a est symétrique, elle définit un nouveau produit scalaire
sur' V' dont la norme associée est équivalente & || - ||v. Le théoréme de Lax-Milgram
n’est alors rien d’autre que le théoréme de représentation de Riesz.

Démonstration : Pour u fixée dans V, I'application

Auv:V — R
v o= au,v),

est linéaire continue. En effet
[(Au, v)vixv| < Mullv|lvllv < Mu|[v]lv,

ou l'on a posé M, := M||u||y. Pour tout u € V, on a donc Au € V' et on peut donc
considérer I'application
AV =V
u —  Au.

Le probleme (P) s’écrit Au = F dans V'. Nous allons montrer que A est un isomor-
phisme, ce qui est une autre facon d’exprimer le résultat que nous voulons montrer.
L’opérateur A est continu. En effet, par définition de la norme de V' :

A ’
lAufly: = sup LAVl e o)l
vev [vllv vev vlv
v#0 v #0

Mais on a aussi, par ellipticité

||AUHV’ = sup ‘<Au7’U>V’><V| |<AU,U>V/><V| _ ‘G(U,UH > CVHU”V
vev lollv = lullv [[ullv
v #0

On en déduit que si uq et us sont deux éléments de V tels que Auy = Aus alors
alluy —uzllv < [JA(ur — u2)|lyvr =0, c’est & dire que A est injective. On en déduit
également que l'image de A est fermée. En effet, considérons (F),), une suite de
Im(A)C V' qui converge vers F* et montrons que F* est encore dans Im(A). Par
définition de l'image, il existe une suite (u,), C V telle que F,, = Au,, pour pour
tout n € N. La suite (F,), étant convergente, elle est de Cauchy et comme

alltum — un|lv < |Aum — Aupllv: = [|[Fin — Fallv: Vn,m €N,

la suite (un), est aussi de Cauchy dans V qui est une espace de Hilbert (donc
complet). Ceci entraine que (u, ), converge vers un élément u* de V' et la continuité
de A nous donne Au* = F*, c’est & dire F* € Im(A). Montrons enfin que l'image
de A est dense dans V', ce qui, avec le fait qu’elle est fermée, prouvera que A est
surjective. Rappelons le

Lemme 3.1 Soit H un espace de Hilbert, H' son dual et Hly un sous-ev de H'. On
a équivalence :

HY est dense dans H' < {u € H : (f,u)yxv =0V f € Hy} = {0}.
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Ce lemme se traduit par : H est dense dans V" si et seulement si 'orthogonal de H
(au sens des formes linéaires) est réduit a {0}. Montrons que l'orthogonal de Im(A)
est réduit & {0}. Soit donc ug € V tel que (Au, ug)y+xy = 0 pour tout u € V. Alors
en particulier pour u = ug on a

afluoll < aluo,uo) = (Aug, ug)vxv =0,

et donc ug = 0, ce qui achéve la démonstration de la premiere partie du théoreme.
|

Exercice 3.1 Démontrer la deuxieme partie du théoreme en vous inspirant de la
démonstration de la proposition 3.1.

De la démonstration du théoreme, on déduit le

Corollaire 3.2 Awvec les mémes notations que dans le théoréme, il existe une constante
C > 0 ne dépendant pas de F € V' telle que

lurlly <C||Fllv: YF eV
Démonstration : 1l suffit de remarquer que l'on a :
allurll} < la(ur, up)| = [(Four)viv] < [Fllvurlly,

d’ou 1
lurlly < —[IF|v.
Q

Revenons maintenant au probleme de Dirichlet.

3.4 Existence d’une solution au probleme de Diri-
chlet

Nous avons montré dans la proposition 3.1 que la probléme de Dirichlet (D)
était équivalent & la formulation (FV). En utilisant le théoréme de Lax-Milgram,
nous allons montrer :

Proposition 3.2 (Existence d’une solution au probléeme de Dirichlet) Soit
Q un ouvert de RN que I’on suppose borné dans une direction et soit f € L?(12).
Alors il existe une solution unique au probléme :

Trowver u € H}(Q) telle que

/ Vu(x) - Vo(x) dx = / f(x)u(x)dx Yo e Hi(Q).
Q Q
De plus, il existe une constante C > 0 ne dépendant que de ) telle que :

ull 1 ) < Cllfllz2 -

Démonstration : On applique le théoreme de Lax-Milgram avec
- V= Hg(Q),

- a(u,v) == /QVu(x) - Vo(x) dx,
CF v = Fu() dx
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1l est clair que la forme bilinéaire a(u,v) est continue (et symétrique) ainsi que
la forme linéaire F. Vérifions que a(u,v) est elliptique. C’est une conséquence
immédiate de I'inégalité de Poincaré puisque 'inégalité :

[P ax < c [ [vutoP ax

entraine bien que :

ofun) = [ 9uGoPax> o ([ uborax+ [ vutorax)
1

= Ciﬂﬂu”%{l(ny
|

Lorsque 'ouvert §2 n’est pas borné, nous ne sommes plus assuré de I'existence d’une
solution au probléme de Dirichlet comme le prouve I’exemple suivant :

Exemple 3.1 Considérons le probléme : soit f € L%(R), trouver u € H}(R) =
H(R) telle que

—u" = f dans D'(R). (3.2)
Si une telle fonction u existe, on a alors nécessairement u € H2(R) et donc u € B (R)
d’apres le théoreme sur les injections de Sobolev. Rappelons que cela signifie que
u € CH(R) et que

lim w(z)=0et lim o' (z)=0.
o, () o v (@)

On sait alors que dans ce cas, I'égalité (3.2) a lieu dans L*(R) (au sens des fonctions
de L?(R) c’est & dire presque partout). Pour tout couple de réels a, b tels que —co <
a <b < +oo, L*(Ja,b]) C L*(Ja,b]) et donc on peut écrire que :

- /ab o (z)de =/ (a) — /' (b) = /ab f(z)da.

Si l'on fait ensuite tendre a vers —oo et b vers +00, on obtient que

- f(z)dz = lim b f(x)dz =0.
/ J

— 00 a — +0oo
b— —o0

Une condition nécessaire pour que (3.2) admette une solution est donc que

b
lim / f(z)dz = 0.
a — +oo a

b— —oo

A Cela ne signifie pas que f € L*(R). En utilisant la transformée de Fourier, on
montre qu’une condition nécessaire et suffisante pour résoudre le probleme (3.2) est

/€% e I*(R).
3.5 Reégularité des solutions

Le paragraphe précédent nous permet de montrer qu’il existe une unique solution
u € H}(Q) au probleme de Dirichlet (D). Cependant nous avons seulement montré
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que 'égalité —Au = f avait lieu dans un sens faible, & savoir au sens des distribu-
tions, d’ol le nom de solution faible. Si’on regarde ce méme probleme en dimension
1, il 'écrit —u” = f et si f € L*(Q) cela entraine immédiatement que u € H?(Q)
(le théoréme des injections de Sobolev nous assure méme que u € C1(Q)). L'edp est
alors vérifiée au sens des fonctions de L2(£2) c’est & dire presque partout.

Définition 3.3 Si la solution du probleme de Dirichlet (D) est dans H?(f2), on
parle alors de solution forte. Si la solution est dans C?(Q) on parle de solution
classique.

Nous allons généraliser le résultat observé en dimension 1 & la dimension N (N € N*
quelconque). Cela est loin d’étre évident dés que N > 2. En effet, d’apres 'edp
vérifiée par u et toujours pour f € L?(2), on obtient seulement que Au € L%(Q).
Or nous devons montrer que 0?u/dz;0x; € L?() pour tout 4,5 € {1,...,N}.
Commengons par traiter deux problemes modeles en utilisant la transformée de
Fourier.

3.5.1 Un probleme de Dirichlet sur tout 1’espace

Le résultat principal de ce paragraphe est le
Théoréme 3.2 Pour tout f € L2(RYN) l'unique solution du probléme de Dirichlet :

{ —Au+u=f surRY

ue HY(RN) = H'(RV), (D1)

est dans H*(RYN) et vérifie |ullz@ny < C|fllr2@n), ot C est une constante
indépendante de u et f. Si f € H¥(RYN) (s > 0) alors u € H**2(RN) avec une
estimation :

lullgs+z@yy < Ol fll s @ny-
Démonstration : L’unicité de la solution dans HE(RY) résulte de I'application
du théoréme de Lax-Milgram. Prenant la transformée de Fourier (de S'(RY) dans
S’'(RM)) de I'edp, il vient :

(I€* + 1)@ = f dans S'(RV).
Le théoreme de Plancherel nous assure que fe L?(RY) et donc I'égalité ci-dessus
a lieu dans L2(RY). La fonction f/(|€]?> + 1) est encore dans L?(R™) donc

(T 2N
u—f<€2+1> e L2(RM).

Enfin, prenant la norme dans L2(RY) de 1’égalité (|€|*> +1)u = ]?et utilisant I'iden-
tité de Parseval, on déduit que u € H*(RY) avec [[ullgz@y) = [|f|lr2@y)- On
proceéde de la méme maniere lorsque f € H*(RY). |

A L’edp est ici —Au 4+ u = f et non —Au = f. Que se passe-t-il dans ce
dernier cas?
3.5.2 Un probleme de Dirichlet sur le demi-espace
Rappelons des notations déja utilisées :
RY = {(x,zn) e RV xR : 2 >0},

est le demi-espace dans RY. Son bord est T’ que 'on identifie avec RN ~1. On peut
énoncer un théoreme équivalent & celui du paragraphe précédent :
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Théoréme 3.3 Pour tout f € L? (Ri\_’) lunique solution du probléme de Dirichlet :

{ —Au+u=f sur Rf (D2)

we H(RY),

est dans H*(RY) et vérifie ||ul g2y < C|fllr2@yy. Si f € HS(RY) (s > 0) alors
u € H*F2(RY) et on a une estimation :

ull oz @ny < Cllf s ®ny,
les constantes C' étant comme toujours indépendantes de u et f.

La démonstration est donnée dans ’annexe C, paragraphe C.2.

3.5.3 Cas d’un ouvert () quelconque

Comme on pouvait s’y attendre, la régularité de l'ouvert va étre un facteur
éventuellement limitant pour la réglarité de la solution. Nous distinguerons la régularité
intérieure de la solution (indépendante de la régularité du bord de l'ouvert) de la
régularité globale. Introduisons la

Définition 3.4 Pour tout ouvert Q de RY et pour tout m € N, on a :

H m

loc

Q) ={uecD(Q) : puc H"(RY), Vo € D(Q)}.

Théoréme 3.4 (Régularité intérieure) Soient Q un ouvert de RYN tel que le
probléme de Dirichlet (D) soit bien posé. On note u € H(Q) la solution faible. Si
f € H".(Q) pour un certain m > 0 alors u € H""(Q).

loc

Ce théoréme affirme en particulier que si f € L2(Q), la solution faible u vérifie
ul, € H?*(w) pour tout ouvert w tel que @ soit compact et @ C Q. Cependant la
norme de la solution dans H?(w) dépend de la norme de la solution dans L?(2) et
pas seulement dans L?(w). Pour s’en convaincre, considérons 1'exemple suivant.

Exemple 3.2 Soit N =1 et Q =] —1,1[. Choisissons f = 1 sur ]0,1[ et f = 0 sur
] — 1,0[. La solution du probléme de Dirichlet est ici
1 1
—-x° 4 x4+~ six€]0,1],
1 4 4
Pour n’importe quel intervalle I C] — 1,0[, il n’existe aucune constante vérifiant

llull g2y < Clfllz2ry = 0 (en effet, ce n’est pas parce que f est nulle sur | — 1,0
que la solution est elle aussi nulle sur | — 1, 0[!).

On déduit immédiatement du théoréme ci-dessus :

Corollaire 3.3 Sous les hypothéses du théoréme 3.4, si f € C(Q) alors la solu-
tion u de (D) vérifie u € C>(Q).

Démonstration du théroréme 3.4 : Soit u la solution faible de (D) et soit
¢ € D(Q). On prolonge la fonction @u par 0 sur RV tout entier (on garde la
méme notation). La fonction obtenue est alors dans Hg (RY) et vérifie au sens des
distributions :

—A(pu) + ou = (—Ap +p)u —2Ve - Vu — of.
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Si f € L?(Q), le terme de droite dans cette égalité est dans L2(RY) et le théoreme 3.2
nous assure que pu € H2(RN). Si f € H{™.(2), on réitere cet argument pour obtenir
que pu € H™F2(RN). ]

Les résultats de régularité globale s’obtiennent a partir du théoreme 3.3, en in-
troduisant comme toujours un systéme de cartes locales et une partition de I'unité.
La solution étant transportée sur le bord du demi-espace, sa régularité est limitée par
celles des difféormorphismes du systeme de cartes. Nous omettons la démonstration,
encore une fois trop technique, du théoréme suivant :

Théoréme 3.5 (Régularité globale des solutions) Soit u la solution faible du
probléeme de Dirichlet (D). Si T est borné et de classe C™ 2 ou bien si Q = Rf et
si f € H™(Q) (m > 0) alors u € H™2(Q). De plus, il existe une constante Cy, > 0
indépendante de u et de f telle que :

lull zrm+2() < Conll fllm (0)-

Gréce au théoreme sur les injections de Sobolev, on déduit que
~ Sim > N/2, alors u € C*(Q) (u est une solution classique),
— Si f e C™(Q) et si Q est de classe C* alors v € C*°(2).

Exemple 3.3 Soit 2 la boule de centre 0 := (0,0)7 et de rayon 1 dans R? et f, la
fonction définie pour tout o € R et pour presque tout x € Q par f,(x) := |x|*. On
peut alors calculer explicitement la solution du probleme de Dirichlet :

—Au = f, sur ,
u € H(Q).

Tout d’abord, on sait que f, € L*(f) si et seulement si o > —1. Dans ce cas on est
assuré de existence et unicité d’une solution au probleme ci-dessus. L’expression
du Laplacien en coordonnées polaires (r, ) est

u  10u 1 0%u

Au= —+-———+5—.
b 8r2+r8r+7°2892

Cherchant la solution de 'edp —Au = f, sous la forme d’une fonction radiale, on
trouve que

7,,2+oc

ulr) = 24 a+4
ott C; et Cq sont deux constantes & déterminer. Il faut que u € H(2) ce qui entraine
que Cy = 0 et la condition aux limites u(1) = 0 nous donne C; = 1/(a? + a + 4).

+ C1 + CyIn(r),

F1a. 3.2 — Graphes de la solution u (en rouge) et de f, (en vert) lorsque av = —0, 9.
Dans ce cas f, € L%(Q) et fo¢ H*(Q). Le théoréme 3.5 nous assure que u € H?(12)
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FiGg. 3.3 — Graphes de u et f, avec cette fois a = —0.7. La solution u est plus
réguliere en 0 que dans la figure précédente.

2 .
1
e
Fi1G. 3.4 — Graphes de u et f, avec a = —0.5. La solution u est encore plus réguliere
en 0.
2
159
o 1 S
05?
r T T T T T T T T T UA T T T T T T T T T 1
1 -0,5 0 0,5 1

Fic. 3.5 — Graphes de u et f, avec a = 0.2. La solution u est maintenant dans
H3(Q) c CY(Q) car f, € HY(Q).

3.6 Conditions aux limites non homogenes

Nous avons étudié le probleme (D) qui est appelé probleme de Dirichlet avec
conditions aux limites homogenes (c’est & dire que u = 0 sur I'). Etudions & présent
un probléme non homogene :

{ —Au =f dans (D2)

u =g surl,

ou f et g sont deux fonctions données. Le bon cadre fonctionnel pour étudier cette
edp est bien évidemment celui des espaces de Sobolev.
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Théoreme 3.6 Si Q) est de classe C' et est borné dans une direction, le probléme
de Dirichlet non homogéne (D2) admet
1. Une unique solution faible u € H'(Q) si f € L*(Q) et g € HY*('). La
solution vérifie
lullzr@) < CUIfllzz@) + gl mzm)s
ot la constante C' est indépendante de u, f et g.

2. Régularité intérieure : Si f € H".(Q) alors u € H"*(Q) pour tout
m € N.

3. Régularité globale : Si T est borné et de classe C™+2 ou bien si ' = Rf,
fe H™Q) et g€ H"3/2(T) (m € N) alors u € H™2(Q). On a de plus
lestimation :

Nl g2y < CUfllm@) + gl gmtszm),
la constante C étant indépendante des fonctions u, f et g.

Démonstration : La théorie des traces nous assure que si I' est de classe C! et si
g € HY2(T) alors il existe une fonction G € H(Q) telle que v0(G) = g (la trace
de G sur T est précisément la fonction g). La remarque 2.2 nous dit que 'on peut
méme choisir la fonction G de telle sorte que ||g|| g1/2(ry < 1/2||G|| g1 (). En posant
v =u — @, on peut reformuler le probleme (D2) comme suit :

(D3)

—Av = f+AG dans(
v =0 sur I'.

Remarquons alors que si G € H(Q2), bien entendu AG € D'(Q) mais AG¢ L?(Q)
et nous ne pouvons appliquer directement les résultats du paragraphe précédent.
Essayons tout de méme d’établir la formulation variationnelle du probleme (D3).
Regardons ’edp comme une identité dans D’(2). Nous avons alors :

<_AU7QO>D’><'D = <f7 g0>'D’><'D + <AG7<)O>'D'><'D \V/QO € D(Q)

Par définition de la dérivation au sens des distributions, cela signifie que

N N
ov Oy 0G 0Oy
E = , — E D(Q).
<8.”L‘Z-’ 3% >D’><'D <f’ (ID>D xD <8(E1’ (9:1/'1 >D'><D vgp € ( )

i=1 i=1

Mais tous les termes dans les crochets de dualité sont maintenant des fonctions de
L?(Q) ce qui nous permet de réécrire cette égalité :

Vv-VgadXZ/fvdx—/VG-Vgpdx Yo € D(Q).
Q Q Q

La formulation variationnelle du probleme (D3) est alors : trouver v € Hg () telle
que

/Vv-deXZ/fwdx—/VG-dex Yw € Hi(Q).
Q Q Q

Montrons que ce probleme admet une unique solution des que {2 est borné dans une
direction. Pour cela posons, afin d’utiliser le théoreme de Lax-Milgram :

~ a(v,w) := [, Vv-Vwdx,

~ (Fw)miwmy = [ fwdx— [, VG- Vwdx.
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La seule différence avec le probleme de Dirichlet homogene du paragraphe précédent
est la forme linéaire F'. Elle est clairement linéraire et la contiuité résulte de 'esti-
mation :

[(Fyw) g ey | < A fllz o lwll 2 o) + IVG L2 @) I Vwl| 2 (-
Posant C' = max{|| f||z2(q), | VG||L2(q)}, on obtient bien que :
{E,w) sy | < Clwllmo) Yw e Hg(Q).

Le théoreme de Lax-Milgram nous assure aussi de I'existence d’une constante C' > 0
telle que

vl ) < CUfll2) + IVGL2@) < CUflle2@) + 1G]l e (@)
< CUIf ez + gl mrr20)-

Comme par définition v := v 4+ G, on obtient le méme type d’estimation pour la
fonction u € H'(Q2). Le théoréme 3.4 nous donne le point 2 du théoréme. Pour obte-
nir le point 3, il suffit de remarquer que si Q est de classe C"*2 et si g € H™3/2(T),
on peut choisir G € H™*2(Q) telle que ||G|| gm+2(q) < 1/2[|g]lgm+3/2(q). On a alors
AG € L?(Q) et I'on peut appliquer le théoréme 3.5 au probleme (D3). [ |

Exemple 3.4 L’exemple suivant illustre le fait que la régularité de la solution d’un
probléme de Dirichlet peut étre limitée par la régularité de 'ouvert 2 sur lequel est
posée 'edp. Considérons 'ouvert ) représenté dans la figure ci-dessous.

T2

T

F1G. 3.6 — Q est une portion de disque d’angle w €]0, 27[.

Sur le bord T" de Q2 on se donne la fonction g définie en coordonnées polaires
(r,0) par g(0) = sin(mf/w). Cette fonction étant la trace de la fonction tres réguliere
G(r,0) = r"sin(mf/w) (out n > 0 peut étre choisi aussi grand qu’on le souhaite) est
elle méme tres réguliere, suivant notre définition des espaces de traces. Cependant,
calculant explicitement la solution du probléme de Dirichlet non homogene :

—Au=0 sur (),
u=gqg sur T,

on obtient I'expression :

u(r,0) = r™/* sin <7r9) , VYrelo,1], 6 €]0,w].

w
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On montre alors que si w > 7 on a toujours u € H(Q) mais u¢ H%(Q). 11 suffit
pour cela de vérifier que 0%u/9%r¢ L*(Q). La solution présente une singularité trop
grande en 0 := (0,0)7T.

F1G. 3.7 — Graphe de la fonction u lorsque w = 117/6.

3.7 Le probleme de Neumann

Dans ce paragraphe nous allons refaire le méme genre d’étude que pour le
probléeme de Dirichlet. Nous choisissons cette fois des conditions aux limites de
type Neumann. Le probleme s’énonce de la fagon suivante. Les fonctions f et g
étant données, trouver une solution au probleme :

—Au =f dansQ
{ g—z =g surl. (N)
Nous traitons ici directement le probleme non homogene car dans le cas de condi-
tions de type Neumann il n’est pas plus compliqué que le cas homogene. Remarquons
tout d’abord que toute solution n’est définie qu’a une constante pres. Le probleme
est donc a priori mal posé (au sens d’Hadamard). Pour assurer I'unicité de la solu-
tion, nous supposerons dans la suite que €2 est borné et connexe et nous ajoutons

une contrainte supplémentaire pour assurer 1’unicité de la solution :

/Q wdx = 0, (C)

Ce choix n’est pas unique et nous en verrons d’autres possibles dans les exercices.
Nous allons maintenant chercher a établir la formulation variationnelle associée
au probleme (N). Pour ce faire on suppose que l'on dispose d'une solution forte
u € H?(2). On multiplie I'edp par une fonction v € H(2) et on applique la
formule de Green (il faut alors supposer que 2 est de classe C'!) pour obtenir que :

/Vu Vde-/fvdx—I—/—vdF

et, prenant en compte la condition sur I' (au sens des traces) pour u il vient :

/Vu-Vvdx:/fvdx—i—/gvdF.
Q Q r



60 CHAP. 3: FORMULATION VARIATIONNELLE DE PROBLEMES ELLIPTIQUES

Cette formulation variationnelle ne tient cependant pas compte de la condition (C).
Introduisons alors :

L? ={u 2 : udx = 0}.
L3(Q) == {u € L*(Q) /Qd 0}

En tant que sous espace fermé (le démontrer a tire d’exercice) d’un espace de Hilbert,
cet espace fonctionnel est encore un espace de Hilbert. De méme, définissons pour
tout m € N* : B B

H™(Q) := H™(Q) N L*(Q),

la norme de H™(Q) étant celle de H™(£2). Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoreme 3.7 Soit Q un ouvert borné, connexe de classe CL.
1. Pour tout f € L%(Q) et g € L2(T"), le probleme : trouver u € H(Q) vérifiant

/Vu-Vvdx:/fvdx+/gvdF Yo e HY(Q), (FVN)
Q Q r
admet une unique solution. Cette solution vérifie de plus :

lull ) < CUIfllz2) + llgllz2 ),

ot la constante C > 0 ne dépend que de €. Réciproquement, toute solution
forte u € H?(Q) de (N) vérifie (FVN).

2. Si f et g vérifient la condition dite de compatibilité

/QfdeF/ngr:o, (CC)

alors toute solution faible vérifie, au sens des distributions :

—Au = f dans Q.
Nous considérerons que cette condition est toujours satisfaite a partir de main-
tenant.
3. Régularité intérieure : Si f € H? () pour un certain m € N alors
u € H$C+2(Q).

4. Régularité globale : Si T est borné et de classe C™ 2 ou bien si ) = Rf,
feH™Q)etge H"/2T) (m € N) alors u € H™2(Q) et il existe une
constante C' > 0 telle que

lull g2y < CUflam @) + gl mer2 @)

En particulier, dés que m >0, u € H*(Q) et Ou/0n est dans H'/*(T'). On a
de plus Ou/On = g sur I' (au sens des traces).

N

Remarquer que la condition de compatibilité (CC) peut s’obtenir formellement &
partir du systéme (N). Il suffit d’intégrer edp sur Q et d’appliquer la formule de
Green. Lorsque cette condition n’est pas satisfaite, montrer que toute solution faible

vérifie :
1
—Au=f— — (/ fdx+/ng> dans D'(Q).
1] \Ja r

Démonstration : Pour montrer le point 1, introduisons a(u,v) := [, Vu-Vvdx et
(F,v)m <y = [q fvdx+ [ gvdl. La forme bilinéaire a est trivialement continue
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sur H1(Q). La coercivité est une conséquence de I'inégalité de Poincaré-Wirtinger
démontrée dans ’exercice 2.8. La forme F' est linéaire et vérifie :

[(E oy sy | < [ fllzz@llvllez@) + 9l @ llvllzz oy,

et comme 'application trace H!(Q) — L?(T") est continue, on en déduit qu’il existe
une constante C' > 0 telle que ||v|| 2y < Cl|v||g1(q). Finalement, il existe une
constante C' > 0 telle que :

(F,0) iy | < Cllollmgy Yo e HY(Q).

Le théoreme de Lax-Milgram nous assure alors de ’existence et de I'unicitié d’une
solution faible (ainsi que de l'estimation donnée dans le point 1 du théoréme). La
réciproque (toute solution forte est aussi une solution variationnelle) résulte des
calculs réalisés avant 1’énoncé du théoreme. Pour vérifier que toute solution faible
est une solution de I'edp au sens des distributions, on remarque que pour toute
fonction ¢ € D(Q), 1 := ¢ — (1/]Q]) [, ¢ dx est dans H'(Q). On peut donc choisir
v =1 dans (FVN) et en tenant compte de (CC), on obtient que :

Vu~V<pdx=/f<pdx Yo € D(Q).
Q Q

On conclut ensuite comme pour le probleme de Dirichlet. Remarquer qu’ici on ne
retrouve pas la condition aux limites car on ne sait pas donner un sens a du/dn
sur T lorsqu’on a seulement v € H'(2) (on pourrait en fait montrer que du/On
s’identifie & un élément du dual de H'/2(T"), noté H~/2(I)).

Les résultats de régularité des points 3 et 4 s’obtiennent comme pour le probléeme
de Dirichlet. Montrons que lorsque m > 2, la formulation variationnelle (FVN) nous
permet de retrouver la condition aux limites : comme précédemment, on remarque
que pour toute fonction w € H'(Q2), la fonction w—(1/|Q) [, w dx est dans H*(€2).
Utilisant cette fonction comme fonction test dans (FVN), on obtient que

/VUodex:/fwdx+/gwdF Yw e HY(Q).
0 0 r

Toutes les fonctions (ainsi que 'ouvert ) sont suffisamment régulieres pour appli-
quer la formule de Green. Il vient

—/Auwdx—i—/@wd){:/fwdx+/gwdF Yw e HY(Q).
Q r On Q r

Or on sait que —Au = f dans D'(Q2) et comme u € H?(Q), cette égalité a en fait
lieu dans L?(2) c’est & dire presque partout. On obtient alors que

/(gz— )wszO Yw € HY(Q).
r

On sait que opérateur trace est surjectif de H'(Q) dans H'/?(I') et que HY/?(T)
est dense dans L?(T"). Nous en déduisons que 1’on a encore :

/(gﬁ >wdFO Vw e LA(T),
r

ce qui prouve que du/On = g dans L*(T") c’est & dire presque partout sur T |
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3.8 Méthode générale d’étude d’un probleme el-
liptique

En nous inspirant des deux exemples que nous venons de traiter en détails (le
probléeme de Dirichlet et le probleme de Neumann) nous pouvons dégager une
méthodologie assez générale qui nous permettra de résoudre une grande variété
d’edp elliptiques. Les grandes lignes en sont les suivantes :

1. On suppose que I'on dispose d’une solution forte (en général dans H?(2)) au
probléme. En utilisant la formule de Green, on établit la formulation varia-
tionnelle.

2. On applique le théoreme de Lax-Milgram a la formulation variationnelle pour
prouver l'existence et 'unicité d’une solution faible. Le point délicat sera
le plus souvent de montrer la ceercivité de la forme bilinéaire (penser aux
inégalités de type Poincaré).

3. On montre que toute solution variationnelle vérifie ’edp au sens des distribu-
tions. Certaines conditions aux limites (cf. probleme de Neumann) ne peuvent
pas étre retrouvées a ce stade.

4. On montre un résultat de régularité intérieure pour la solution faible.

5. On montre (ou 'on admet car c’est en général un résultat difficile & établir)
un résultat de régularité globale.

6. Avec la formule de Green et le point 3 on retrouve les conditions aux limites.

3.9 Exercices sur le chapitre 3

Exercice 3.2 Soit Q la boule de centre 0 et de rayon 1 dans R?. On définit sur
les fonctions f,(x) = [x|* (o € R) et p(x) =1+ |x|%.
1. Pour quelles valeurs de o a-t-on f, € L?(Q)? A partir de maintenant, on
choisit toujours a ayant cette propriété.

2. On considere le probleme de Dirichlet suivant : Trouver u dans un espace
fonctionnel V telle que :

{—Au(x +p(X)u(x) = fa(x) sur Q, (D)
0

u(x) = sur 0€2.

(a) On suppose qu’il existe une solution u € H?(2) & ce probleme. Donner
la formulation variationnelle, notée (FV), du probleme (D) vérifiée par
u et préciser 'espace V.

(b) Montrer que (FV) admet une unique solution dans V.
(c) Montrer que la solution faible vérifie ’edp au sens des distributions.

(d) Utiliser astucieusement un résultat du cours sur la régularité de la solu-
tion d’'un probleme de Dirichlet pour montrer que la solution faible u est
en fait dans H?().

(e) Montrer (toujours avec un résultat du cours) que si a > 0 alors u €

C=(9).

Exercice 3.3 Soit Q la couronne dans R? comprise entre I'y, le cercle de centre 0 et
de rayon 2 et I'y, le cercle de centre 0 et de rayon 1. Soit f € L?(Q) et g € L?(T'z). Le
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but de l'exercice est d’étudier I'existence et I'unicité d’une solution v au probleme
suivant :

—Au = f surQ,

u =0 surly, (P)
@ = sur I
on g 2z

On admet que C'() est un sous-espace dense dans H'(2). On note (r,6) les
coordonnées polaires classiques. Pour toute fonction u de C*(£2), on note u(r,§) =
u(rcos(d),rsin(f)) (1 <r <2, —w <0 < ).

1. Montrer que pour toute fonction u € C1(9Q),

ou . . ou .

E(T’ 0) = cos(@)a—xl(r cos (), rsin(f)) + sin(0) D3 (rcos(#),rsin(h)),
10u , ou , ou .
;%(r, 0) =— sm(@)a—xl(r cos(0),rsin(9)) + cos(@)a—m(r cos(),rsin(0)),

puis que
Fu(reos).rsinO) = | Zro)| + L | %))
u(rcos(b),rs = 1o T, 2 |90 7

2. Soit u € C1(Q). Le but de cette question est de définir 'opérateur de trace
sur I'y.

(a) Montrer que pour tout r € [1,2[ on a :

2 ~
(2, 0)[2 = [ii(r, 0)2 +2/ o (s, 0)i(s, O)ds V6 €]~ ],

puis que

ou ~
a—(s, 0)u(s, )

r

2
(2, 0)|2r < |u(r, 0)\21" + 27'/
1

sds VO €] —m,ml.

(b) Déduire de la question précédente que :

ou

3 (" -
[ . 0a0 < fulago +3| 5

2

HU||L2(Q)-
L2(Q)

—T

(c) Grace a I'inégalité de convexité 2|ab| < a?+b? valable pour tous a, b € R,
montrer qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de u telle que :

lullz>ry) < Cllullay @)
(d) Expliquer pourquoi I’application linéaire

n:CHQ) — L)

u +—  aulp,,

se prolonge de facon unique en une application linéaire continue de H*(2)
dans L?(T'1). On note alors V le sous-espace fermé de H'(€) défini par
V = ker(;). On définirait de la méme fagon 'opérateur de trace sur I's,
noté vs.

3. On souhaite maintenant montrer une inégalité de type Poincaré sur ’espace

V. Plus précisément, on souhaite montrer qu’il existe une constante a > 0
telle :

/|Vu|2dx2a/|u\2dx YuelV. (P)
Q Q

On fait une démonstration par I’absurde.
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(a) Montrer que si I'inégalité (P) est fausse, alors il existe une suite (uy, ), C
V telle que |lun | p2() = 1 pour tout n € N et

1
/|Vun|2dx§f Vn e N
Q n

(b) En déduire qu’il est possible d’extraire de (u,), une sous-suite, encore
notée (u,), qui converge dans L?().

(¢) Montrer que la suite de la question précédente converge en fait dans V'
vers une constante.

(d) Montrer que I'on arrive & une contradiction et conclure.
4. On va maintenant étudier I'existence et I'unicité d’une solution au probleme
(P).
(a) On suppose qu'’il existe une solution u € H?({2) au probléeme (P). Montrer
qu’alors u vérifie :

/Vu~Vvdx:/fvdX—|—/ gvdl'’ YveV. (FV)
Q Q I

(b) Montrer qu’il existe une unique fonction u € V vérifiant (FV).

(¢) Montrer que toute solution dans V' de (FV) vérifie :
—Au = f dans D'(Q).

Que peut-on dire quant aux conditions aux limites de (P) pour u ?

(d) On admet que si g € H'/?(T';), la solution faible trouvée dans la question
précédente est dans H?(2). Montrer qu’alors u est solution du probleme
(P) dans un sens a préciser.

Exercice 3.4 Soit  un ouvert de RV et f € L2(Q). On considére le probleme de
Neumann suivant :

—Au+u= fsur ),
g—z = 0 sur 09.

1. Montrer que la formulation variationnelle de ce probleme est :
/ Vu-Vu+u dx = / fodx, Yve€ HY(Q),
Q Q

et que sous cette forme il admet une unique solution dans H* ().

2. Montrer que la solution v du probléme variationnelle vérifie —Au + u = f
dans D'(Q).

3. Montrer que si  est de classe C? alors u est en fait dans H?({2). Préciser
dans quel sens u est solution du probleme initial.

Exercice 3.5 Soit {2 un ouvert borné régulier de R™. On pose V := H'(Q2) et pour
tout u et v dans V :

o) = [ Furoaxs ([ uax) ([ vax),

1. Montrer que la forme bilinéaire a(-, ) est coercive sur V' (on pourra s’inspirer
d’une démonstration similaire donnée en cours).
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2. En déduire que pour tout f € L?(Q), il existe une et une seule solution du
probléme : trouver u € V' tel que, pour tout v € V, a(u,v) = fQ fudz.

3. On suppose que [, fdz = 0. Montrer que [, udz = 0 et retrouver 'équation
aux dérivées partielles vérifiée par u.

Exercice 3.6 Soit  un ouvert borné et régulier de RY. On souhaite résoudre le
probleme elliptique suivant, avec conditions aux limites de type Robin (ou Fourier) :

—Au = f dans €,

du

On

ot >0, f € L?(Q) et g € L?(9Q) sont donnés.

1. On suppose qu’il existe une solution u € H?()) & ce probléme. Montrer
qu’alors :

+au=g sur 09,

/VU’V'UdXJrCM/ uvdF:/fvdx+/ gvdl’, Yv eV, (3.3)
Q a0 Q a0

ou V est un ensemble a préciser.

2. Expliciter la forme bilinéaire a(-,-) et la forme linéaire F' qui interviennent
dans le théoreme de Lax-Milgram. Montrer la continuité de ces deux applica-
tions.

3. Pour montrer la coercivité de a, nous allons d’abord montrer 'inégalité de
Poincaré-Friedrichs.

Inégalité de Poincaré-Friedrichs® : Soit £ un ouvert borné de classe C!.
Alors pour tout a > 0 il existe une constante g > 0 telle que

/ |Vul? dx+a/ u? dT > ,6’/ u? dx, Yue H'Y(Q). (3.4)
Q 19) Q

On souhaite faire une démonstration par I’absurde de ce résultat :
(a) Ecrire la négation de Daffirmation (3.4). Choisir 8 = 1/n, n € N* et
considérer la suite (uy), C V correspondante. Pourquoi peut-on imposer
la condition |[u,|/z2(q) = 1, pour tout n € N*?
(b) Montrer que (uy), est bornée dans V. Utiliser ensuite la compacité de
injection V' C L?(£)) pour en déduire, quitte & extraire une sous-suite,
que (uy,), converge dans L?((2).
(c) Montrer que (Vuy,), converge dans [L?(Q)]. Quelle est sa limite ? Mon-
trer que cela entraine la convergence de (uy,), dans V.

(d) Conclure en utilisant la continuité de ’application trace.
4. Montrer qu’il existe une unique solution u € V' au probleme (3.3).

5. En utilisant astucieusement un résultat de régularité du cours pour le probleme
de Neumann, montrer que si 2 est de classe C2 et si g € H'/2(0Q) alors la
solution u trouvée est en fait dans H?(2). Dans quel sens u vérifie-t-elle le
probléme initial ?

8Kurt Otto Friedrichs (28 septembre 1901 & Kiel - 31 décembre 1982 & New Rochelle (New
York)) était un mathématicien américain né en allemagne.
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Annexe A

Quelques méthodes
élémentaires de résolution
des edp

Dans ce chapitre, indépendant du reste du polycopié, nous proposons quelques
méhodes de résolution pour des edp linéaires des trois types : paraboliques, ellip-
tiques et hyperboliques. Ces méthodes ne sont pas basées sur les espaces de Sobolev
et ne s’appuient que sur des résultats élémentaires de I’analyse. Nous essaierons en
particulier d’illustrer certaines propriétés des solutions en traitant des cas simples
(souvent en dimension 1).

A.1 L’équation de la chaleur par séparation des
variables

L’évolution de la température u(x,t) le long d’une barre homogene de longueur
7 est régie par une équation aux dérivées partielles appelée équation de la chaleur :

ou 0%u

a(x,t):@(x,t), Ve l0,n], YVt >0, (EC)
ou x désigne l'abscisse d’un point de la barre et t le temps. On suppose que les
extrémités de la barre sont maintenues a une température nulle :

u(0,t) =0 et wu(mt)=0, Vt>0. (CL)
On ajoute qu’a I'instant ¢ = 0, le point d’abscisse = de la barre était a la température
f(z) on f :[0,7] — R est une fonction donnée. On cherche une solution formelle
par la méthode de séparation des variables, en posant u(x,t) = X (x) T'(t).
1. Donner les équations différentielles que doivent vérifier X et T'. Qu’entrainent
pour X et T les conditions (CL) ?
2. Montrer que les seules solutions non identiquement nulles pour X sont de
la forme, & une constante multiplicative prés : X (z) = sin(kz), pour tout
x € [0, 7] ou on précisera les valeurs possibles pour k.
3. Résoudre, pour chaque valeur de k, I’équation différentielle pour T

4. Déduire des questions précédentes que ’équation de la chaleur avec conditions
aux limites (CL) admet comme solution formelle :

u(zx,t) = Z Bpe ™t sin(n z). (SF)
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5. Déterminer les constantes B,, en fonction des conditions initiales.

6. On suppose que la fonction f est C!' par morceaux. Montrer que u est une
solution C? de 1’équation de la chaleur avec conditions aux limites (CL).

7. Que vaut u(zx,0)?

8. On suppose maintenant que f est la restriction d’une fonction F' continue sur
R, impaire et 27 périodique. Montrer qu’alors, lirn+ u(z,t) = f(z),Vx e l0,r].
t—0

Remarque : Lorsque f n’a pas ces propriétés, la conclusion de la question 8
n’est pas assurée et la température change brusquement des que ¢ > 0.

A.2 L’équation des ondes par la méthode des ca-
ractéristiques

On considere une corde élastique, de longeur L fixée a ses extrémités. On note
u(x, t) le déplacement vertical du point d’abscisse z & l'instant ¢. Alors u est solution
de I’équation des ondes :

0%u ,0%u L L
ol ¢ est une constante strictement positive. Les conditions aux limites sont ici :
L L

L’équation étant de degré 2 en ¢, il faut donner deux conditions initiales : la position
initiale de la corde, f(z), et la vitesse initiale de la corde g(z), i.e.

w(@,0) = f(), D(,0)=g(x), Yre[-ZE. (cn

ot 272
Bien entendu, f(—%) = f(%) = g(%) = g(—%) —0.

1. On commence par résoudre (EO) sur R x R, i.e on suppose que L = co. On
fait alors le changement de variables £ = x + ct, n = x — ct et on introduit la
nouvelle fonction v(&,7n) = u( &T”, 577") Montrer qu’alors la fonction v vérifie
Pedp :

0%v B
onoe
Déduire qu’il existe deux fonctions ¢ et ¢ de classe C? telles que v(&,n) =

P(&) + ().

2. En utilisant (CI), montrer que

0, Y(&n)€QcCR? (Qa préciser).

o) =5+ 5 [ a()ae+ K.
vle) =31~ 5 [ o€ e,

xo étant un réel quelconque et K une constante. En déduire ’expression de u.

3. Représenter succinctement la solution lorsque les conditions initiales sont

1
e 1-22 & lz| <1,
f<:c>={ u

0 si |z > 1,

et g(x) = 0.
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4. On revient au cas L < oo. On suppose que f”(—%) = f”’(£) = 0 et on
prolonge f sur R de la fagon suivante : on fait une symétrie par rapport au
point (% 0) pour obtenir une fonction définie sur [—%, 3%] puis on prolonge

sur R par 2L—périodicité. On note F' la fonction ainsi prolongée. De méme,

on note G le prolongement de g. Montrer qu'une solution de (EO), (CL) et

(CT) est donnée par

1 1 x+ct
u(a:,t)zf[F(a:—ct)—&-F(x—&-ct)]—l—*/ G(&) d¢.
2 2 xr—ct
Expliquer pourquoi la constante ¢ est homogene & une vitesse. Enfin, remar-
quer que, contrairement a ce qui se passe pour I’équation de la chaleur, il
n’y a pas d’effet régularisant. La solution conserve pour tout temps la méme
régularité que les conditions initiales.

A.3 Une équation de transport

Une équation de transport est une équation du premier ordre. Soit €2 un ouvert
de R? et V :  — R2 un champ de vecteurs de classe C! défini sur 2. On cherche
& déterminer l'ensemble des fonctions u : © x [0, oo[— R qui vérifient :

ou
5 (@) + Vu(@,1) - V(z) =0, (ET)

pour tout ¢t > 0 et x € 2. (Remarquez qu’'on ne donne pour I'instant ni de conditions
aux limites ni de condition initiale).

1. Montrons que l'on peut résoudre localement (en z et t) ’équation. Soit donc
(w0, t0) € 2x]0, 00[. Considérons ¥ une courbe de classe C! qui passe par x
et telle que V(o) ne soit pas tangent & . On note v : s € I — 7(s) € R? une
paramétrisation de X telle que v(0) = xo (I est un voisinage de 0 dans R).
En tout point v(s) de X, on impose la condition v(y(s)) = vo(y(s)), ot vy est
une fonction donnée sur X.

(a) Montrer que le systéme suivant admet localement une unique solution de
classe C! :
o¢

ot (87 t) = V(QS(Sv t)),
¢(87 tO) = ’Y(S)
et que ¢ est un C' difféomorphisme d'un voisinage de (0,tp) sur un
voisinage de (zg, o).
(b) Déterminer les solutions de (ET) qui prennent la valeur vy sur ¥ au
temps t = {g.
(c¢) Discuter la régularité de v. Pourquoi cette équation porte-t-elle le nom
d’équation de transport 7
2. Application : Sur 2 =]0, co[x]0, oo résoudre I’équation (ET) lorsque V (z1, z2) =
(x1In(x1)/22,1) et v(z1,1) = vo(z1) donnée pour tout z; > 0.

A.4 L’équation de Laplace par séparation des va-
riables

Considérons le rectangle R = [0,L] x [0,{] et donnons nous une fonction f
continue sur d R. On veut résoudre 1’équation de Laplace (ou de Poisson) sur R :

{Au =0 dans R, (L)

u=f sur 0 R.
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On utilise la méthode de séparation des variables :

1. Donner toutes les fonctions harmoniques sur R qui peuvent se mettre sous la
forme : u(z,y) = X(x) - Y(y).

2. On note I'; = O R; le iéme coté de R, f; = f|r, et u; une solution de ledp :

Au; =0 dans R,
w; = f;  osur Iy, (EL;)

u; =0 sur les autres cotés.

Vérifier qu’une solution de (EL) s’obtient par u = uy + us + ug + ug (ce que
les physiciens appellent le principe de superposition).

3. En utilisant les fonctions trouvées dans la question 1, montrer qu'une solution
up de (EL;) s’écrit formellement (sous réserve de convergence) :

ui(x,y) = isin (nzx) [an cosh (%) + b, sinh (%)} , (A.1)
n=1

ou a, et b, sont des constantes.

4. Développer f; en série de Fourier sur [0, L] (en prolongeant f; par imparité
sur [—L,0]). En déduire les valeurs de a,, et b, en utilisant les conditions aux
limites :

ui(z,0) = fi(x) et wi(z,l)=0, Vxel0, L] (CLy)

5. Donner des conditions sur f pour que u; soit une solution rigoureuse de (EL;).

A.5 L’équation de Laplace par la formule de Pois-
son
On considére de nouveau 'edp (EL) du paragraphe précédent mais cette fois sur
le disque D de rayon 1 et de centre 0.

1. Montrer que ’expression du Laplacien en coordonnées polaires (r, ) est :

0%u  10u 1 0%u

Ay=— 4+ "1 _~ .
Y 8r2+1"5'r+1"2892

(LP)

2. On cherche des solutions de ’edp par la méthode de séparation des variables
en posant : u(r,0) = R(r) - ©(6). Montrer que les fonctions harmoniques sur
D qui se mettent sous cette forme s’écrivent :

u(r,0) =r" (a, cos(nf) + b, sin(no)), (FH)

a, et b, étant des constantes.

3. En développant f en série de Fourier

f(0) = % + i ay, cos(nb) + B, sin(n ),

n=1

déduire que u peut se mettre formellement sous la forme :

u(r, ) = % + Z " (o, cos(nB) + B, sin(nh)). (SF)

n=1
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4. Montrer que la série (SF) est uniformément convergente sur tout disque D(0, r)
lorsque r < 1.

5. Montrer la relation :

r cos(f) — r?

1—27r cos(f) +r?2’

Z r" cos(nf) =
n=1

6. Déduire des questions précédentes la formule de Poisson' qui donne u en
fonction de la donnée f sur le bord du disque :

1—72

1 ™
u(r,9) = ﬁ/,ﬂf(t) 1—2rcos(t—0)+r2 dt.

ISiméon Denis Poisson (21 juin 1781 & Pithiviers - 25 avril 1840 & Sceaux) était un
mathématicien, géometre et physicien frangais.
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Annexe B

Etude d’une soufflerie (TP
MATLAB)

On souhaite étudier I’écoulement de l'air autour d’un objet dans une soufflerie
(cf. figure ci-dessous). L’air est considéré comme un fluide parfait (non visqueux),
incompressible, de densité p > 0. On note {2 I'intérieur de la soufflerie. La frontiere
de 2, lorsque la soufflerie est vide, se décompose en £ U S U P; U P, comme sur la
figure. On note x = (71, 72)” un point de €2 et ¢ le temps.

P -
/ _~
/ -

1

|

|

|

| |

l |

| 0 -~

. |

S :Sortle: O =objet —<— | F =Entrée

| -~

| |

| |

| |

| |

|

|

J

\‘_\4—

P2 B

B

F1G. B.1 — La soufflerie

Pour décrire le mouvement d’un fluide on choisit généralement comme inconnues
d’une part la pression du fluide p(x, t) et d’autre part la vitesse eulérienne u(z,t) =
(uy(x,t), uz(x,t))T qui est la vitesse d'une particule du fluide occupant & I'instant
t la position x. La trajectoire X (t) d’une particule du fluide se trouvant au temps
t = 0 au point xg, est solution de ’équation différentielle :

dX
E(t) =u(X(t),t), X(0)=xo.

B.1 Modélisation

On suppose que le fluide n’est soumis & aucune force extérieure (la gravité est
négligée) et que le régime dans la soufflerie est permanent, c’est & dire que u et p
ne dépendent plus de t. Alors u et p sont solutions du systeme d’équations d’Euler!

1Leonhard Euler (15 avril 1707 - 18 septembre 1783) était un mathématicien et un physicien
suisse. Il est considéré comme le mathématicien le plus prolifique de tous les temps. I1 domine
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suivant :
p(u-V)u+ Vp =0 sur €, (B.1a)
div(u) = 0 sur €2 (B.1b)
u-n=vg-nsur F, (B.1c)
u-n=vg-nsurs, (B.1d)
u-n=0sur P, UP;, (B.1le)

oll Vg et vg sont les vitesses d’entrée et de sortie du fluide, supposées connues. La
premiere équation se traduit, composante par composante, par :

> Ou; Op
im+ =0 Vj=1,2
p;u 83% + a.%‘j J ’
. . . . (oo OQuy  Ouy
On introduit alors le rotationnel (ou tourbillon) défini par w = rot (u) = . Da
1 X2

1. Montrer que w(x) est solution de I'edp u- Vw = 0 sur .

2. En déduire que w est constant le long des trajectoires des particules du fluide.
Ceci entraine en particulier que si w = 0 sur E alors

w =0 sur Q. (B.2)

L’écoulement du fluide est alors irrotationnel. C’est ce que nous supposerons
dans toute la suite.

B.2 Utilisation de la fonction potentiel du fluide

1. On suppose que € est simplement connexe (la soufflerie est vide) et que I'on
dispose d'une solution u(x) de classe C! au probléeme (B.1). Montrer que la
condition (B.2) entraine que ujdx; +usdzs est une forme différentielle exacte.
On pose ¢ la fonction telle que Vip(x) = u(x). La fonction ¢ est appelée le
potentiel du fluide.

2. Par un calcul formel, en utilisant les équations (B.1a) et (B.1b), retrouver la
formule de Bernoulli? : uf?
u p
—4+==C B.3
y t,=C (B.3)

ou C est une constante, et qui permet de déterminer p en fonction de u.

3. Montrer, en utilisant (B.1b) que Ap = 0 sur Q. Quelles sont les conditions
aux limites pour ¢ 7

4. Le probléeme pour ¢ est-il bien posé ? Que doivent vérifier vg et vg ? Donner
une explication physique a ce résultat.

5. Ecrire la formulation variationnelle du probléeme pour ¢ et montrer qu’il existe
une unique solution ¢ (& une constante pres) dans H'() & ce probléme.

6. Un résultat de régularité nous assure que ¢ est en fait dans H{™ (Q) N H%(Q)

loc
pour tout m > 1. Montrer que ¢ est solution du probléme initial dans un sens

a préciser. Dans quel espace fonctionnel est p 7

les mathématiques du XVIlIle siecle et développe trés largement ce qui s’appelle alors la nouvelle
analyse. Completement aveugle pendant les dix-sept derniéres années de sa vie, il produit presque
la moitié de la totalité de son travail durant cette période.

2Jean Bernoulli, Johann Bernoulli, (27 juillet 1667 - ler janvier 1748) était un mathématicien
et physicien suisse. Il fut le professeur de Leonhard Euler.
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B.3 Utilisation de la fonction courant du fluide

On propose maintenant une approche sensiblement différente.

1. Montrer que, u étant une solution de classe C! du probleme (B.1), la relation
(B.1b) entraine que —ugdzy + ujdas est une forme différientielle exacte sur
Q. On pose 1 la fonction telle que u = V. Cette fonction est appelée la
fonction courant du fluide.

2. En utilisant (B.2), déterminer edp vérifiée par 1. Quelles sont les conditions
aux limites ? (on pourra considérer une paramétrisation de 92 par une fonction
7 :[0.1] — 09)

3. Résoudre le probléme de Dirichlet pour ¢ (formulation variationnelle, régularité,
retour au probléeme initial).

4. Pourquoi les deux solutions (obtenues avec ¢ et ¢) coincident-elles ?

B.4 Avec un objet dans la soufflerie

On place un objet O dans la soufflerie. Le domaine Q \ O n’est plus simplement
connexe. Chacune des deux méthodes présentées ci-dessus fournit donc une solution
mais on n’est plus assuré que ces solutions sont identiques.

1. Quelles sont les conditions aux limites a ajouter pour ¢ sur 9O ? Montrer que
cela ne change pas la nature du probleme. Dans quel espace fonctionnel est la
solution ? Dans quel espace fonctionnel est p?

2. Quelles sont les conditions aux limites a ajouter a ¢ sur 90 7 Que remarquez-
vous ?

B.5 Illustration des résultats avec MATLAB

B.5.1 Modélisation de la soufflerie

Lancer MATLAB. Dans Command Window taper pdetool. Aller dans le menu
Draw et choisir Polygon. Tracer le polygon représentant la soufflerie en joignant les
points (—1.5,0.75), (—0.25,0.75), (0.75,1), (1.5,1), (1.5, -1), (0.75, —1), (—0.25, —0.75),
(—1.5,—75) et enfin (—1.5,0.75). Placer d’abord les points de fagon approximative
puis double-cliquer sur le polynéme obtenu pour éditer les coordonnées des points.
On obtient quelque chose qui doit ressembler a la figure B.4.

B.5.2 Le probleme de Neumann (fonction potentiel)

Pour 'instant on ne met aucun objet dans la soufflerie.

— Pour entrer les conditions aux limites du probléeme de Neumann pour ¢, al-
ler dans le menu Boundary et choisir Boundary mode. Double-cliquer sur les
différents segments et entrer les conditions définies dans la partie B.2.

— Entrer ensuite I'expression de ’edp. Aller dans le menu PDE et choisir PDE
Specification.... Choisir Elliptic et entrer les bons coefficients.

— Pour générer le maillage du domaine, aller dans Mesh et choisir Initialize Mesh
puis deux fois Refine Mesh.

Résoudre I’edp en choisissant dans le menu Solve, Solve PDE.

— Aller dans le menu Plot puis Parameters.... Cocher Arrows et choisir user entry.
Dans le champ User entry taper [ux;uy] c’est & dire le vecteur (du/dx, du/dy)T,
u étant la solution que nous avons appelée ¢ dans ce polycopié. Choisir aussi
dans Plot style 'option normalized.
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) PDE Toolbox - SOUFFLERIE.M [E[=]es]
Fle Edt Optins Draw Boundary POE Mesh Sobve Pt Window telp S
Sl @ ol@] > | mlroe A ] = [ [ [ <omm v
stmi ]
1
0sp
06
04
02
0
02
Pl
04
06
08F
4 . . . ;
B El 05 [ 05 T 15
Infer Adjust size andior pastion of slected cbjects), and rename object f desired. |

F1Gc. B.2 — La soufflerie dans MATLAB.

En regardant la légende a droite de la figure, que remarquez vous? Quel est le
probléme ?

B.5.3 Le probléme de Dirichlet (fonction courant)

Pour éviter le probleme rencontré avec ¢, on choisit la deuxieme approche.
En procédant comme dans le paragraphe précédent, entrer les parametres puis
résoudre le probleme de Dirichlet pour . Vous devez obtenir quelque chose comme
dans la figure B.3. Dans Plot puis Parameters... il faut bien sir choisir de représenter

) PDE Toolbox - SOUFFLERIET.M B@@
He - Optoms bra pamwy FE W sohe B Wdow e ~
O @ O|@| > | oa|re| A L] = | | O [oereescam [ < o= voms |

‘ Set forme ‘

Color: 2.5-(ux.2+uy.?) Vector field: [-uy;ux]
T T

N

1 T T

Bl L
a5 El 05 0 05 1 15

‘ Info: Selecta new pot, or change mode o ater PDE, mesh, o boundaries. | ‘

F1G. B.3 — La soufflerie vide : champ des vitesses et lignes de niveaux de la pression.

[-uy ;ux] c’est & dire le vecteur (—0u/dy, du/0x)T. A la place de u dans la ligne Co-
lor, choisir user entry et taper -(ux.”2+uy."2) ce qui correspond a la pression p (&
une transformation affine pres d’apres la formule de Bernoulli).

B.5.4 Avec des objets...

Revenir au mode Draw et mettre un objet dans la soufflerie, par exemple une
ellipse. Dans la ligne Set formula taper P1-E1 (I’ellipse est un trou dans la soufflerie).
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En double cliquant dessus, on peut éditer les parametres de ellipse et la faire
tourner ou la recentrer.

FiGc. B.4 — Ecoulement sans circulation.

27

\
§
'%

F1G. B.5 — Ecoulement avec circulation.

Le domaine ayant changé, il faut entrer & nouveau les conditions aux limites sur
le bord de la soufflerie. Comme on ’a remarqué dans le paragraphe B.3, on peut
choisir différentes valeurs pour la constante pour la condition 1 = ¢ sur 0. En

essayer plusieurs. Toutes ces solutions sont valides. Ce mouvement de rotation de
Pair autour de 'objet s’appelle la circulation.
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Annexe C

Démonstrations des résultats
techniques

Cette annexe est dédiée a la démonstration de résultats qui ont été énoncés dans
le cours.

C.1 Démonstrations des résultats du chapitre 2

Démonstration du lemme 2.1: On rappelle I'inégalité de convexité utilisée no-
tament pour montrer 1’équivalence de toutes les normes en dimension finie et valable
pour tout 1 < p,q < oo et tout x = (z1,...,2y) € RN

(l2sf? + ...+ lan )7 < NPV (faa [t 4+ fon] ).

On utilise une premiere fois cette inégalité avec x = (1,£2,..., &%), p=1letg=m
pour obtenir :

(N+D)"™1+ G4+ Q)" <1+ + ...+ &7,

et donc Cy(m, N) := (N + 1)1=™ convient. L’autre inégaltié est plus délicate. On
introduit €] = (£ + ... + £3)Y/? ainsi que & = &/|€|. Tl faut montrer que le
quotient :
Za Hal<m |£|2(| | ) (Hi:l |£Z|2 L)
€172 4+ (16 + -+ [En[P™)
est borné pour tout & € RY. Cest évident pour |¢| < 1. Lorsque |£] > 1, on re-

marque que |&12™ + ...+ [Ex 2™ > NU(6G2 + ..+ |[En]2)™ = N™ et donc
que le quotient ci-dessus est majoré par la constante N™~1(3 [ ]

a: |a\§m)'

Démonstration de 1’égalité (2.1) de ’exemple 2.2 : On souhaite calculer la
transformée de Fourier u,, de la fonction u, définie par :

(@) % " sixz >0,
Ug () =
—(—z)%® six<O0.

Lorsque a > —1, u, € L*(R) et on a donc :

u, L U (z)e e dr
Ua(é-)— \/%/]R a( ) d .
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Invoquant des arguments de parité, on établit que
Ua(§) = L/ % (7 — ) dx
“ Ver Jr,

:iﬁlm / 2% e ey | .
e R4

On effectue le changement de variables complexe u = z(1 + i€) ce qui nous permet
de transformer l'intégrale en une intégrale curviligne dans le plan complexe :

R
% e dr = lim % e ey
R, R—+o0 0

R(1+i€)
= lim (1—}—2’5)_0‘_1/ u®e” “du.
0

R—+4o0

On applique le théoreme de Cauchy en faisant intervenir le contour de la figure C.1.

RE|--------

TR

0 R R/iTe
Fia. C.1 — Le chemin d’intégration dans le plan complexe.

Il vient, pour tout R > 0 :
R(1+418) Ry/1+€2
/ u®e”"du + / 2% *dz — / % Tdx = 0.
0 YR 0
Or, pour tout z € v :

|Zae—z| — |Z|ae—Rez < e—RRa

)

ce qui prouve que

lim / 2% *dz =0,
R—+oc0 TR

et comme, par définition de la fonction Gamma d’Euler :

Ry/1+¢€2

lim e dr =T(a+1),
R—+oc0 0

on obtient que
o i T 1
/ .,L,ae—x,e—u,édm _ (Oé+ ) -
Ry (1 +ig)>t
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Il suffit ensuite de remarquer que

(]_ +i€)a+1 = (meiarctan§>0&+l _ (1 _’_52)(oz-l-l)/2ei(oz—',-1)alrctaung7
pour obtenir que :

N V2 T(a+1) |
Ua(§) = —Zﬁm sin((a + 1) arctan ).

Démonstration de la proposition 2.6 : Supposons dans un premier temps que
Q=Q4 (ouQ = Rf , le raisonnement étant exactement le méme). On prolonge
alors u par réflexion sur ) tout entier, c’est a dire que 1'on pose :

u(x',zN) sixzy >0,

u(x’,—xn) sizy <0,

u (X, zN) = {

ot x = (x/,zy) € RV~1 xR. Remarquer que u* étant une fonction de L?(Q), il suffit
de la définir presque partout sur @ (en particulier, on n’a pas besoin de connaitre
u* sur Qo qui est de mesure nulle). Soit ¢ € D(Q). On a, pour tout ¢ =1,...,N—1
et en posant d(x',zy) = dx =dx’ @ day :

N _
/Qu (x) o, (x)dx =

[ o ) g2 o e e + [t )

(X/, JZN)d(X,, xN) =

K2

/Q+ u(x’)mN) (g:i(xl,x]v) + %(X/’ —a';N)) d(X',l‘N)-
Posant ¥(x/,xn) := p(X/,zn) + (X', —zx), on obtient que :

/u*(x)aw(x)dX:/ u(x)aw(x)dx, Vi=1,...,N -1
Q Q+

ox; Ox;

Remarquer que v, bien que C*°, n’est pas a support compact dans @4 et ne peut
donc pas étre utilisée comme fonction test. Soit 7 et n; les fonctions de C*°(R)
définies pour tout k € N* par :

nlf) — JO sit<1/2,

et mi(t) = n(kt).

0 02 04 0,6 0,8 1 1,2 14

Fic. C.2 — Graphe de la fonction 7.
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On a alors cette fois nx(xn)Y (X', 2n) € D(Q+) et donc, par définition de la
dérivation au sens des distributions :

1o} ou
U (k) dx = — / Ny dx.
/Q+ 83?2 Q4 83?2

Comme on a aussi d(nx1))/0x; = N (9 /0x;) car ny ne dépend pas de zy, il vient :

0 0
/ Wlkaﬁ}_ dx = _/ au_ Nk dx.
Q+ Li Qy O%i

On passe ensuite & la limite ¥ — 4oo en utilisant le théoreme de convergence
dominée pour obtenir :

0 0
/ U v dx = — “ 1 dx.
Q+ 81'1 Q+ 6:&
Finalement, il vient :
dp ou
u* dx = — — &, zn) (X, zN) + (X', —zN)d(X, zN)
/Q Ox; o, O;
ou
= — 3 (x',on)p(x, 2n)d(X, zN)
Q4 i
8u / / /
- %(x,—x]\;)@(xw]v)d(x,x]v).
Q_ [3
Ceci entraine que pour tout i =1,...,N —1:
Ju .
du* g(x/,zN) sizn >0,
5. IN) =99y (C.1)

oz, (x',—zn) sizy <O.

En procédant de la méme fagon, on établit que :

0
/ u*—gdeZ/ ua—xdx7
Q axN Q+ axN
ou x(x',zn) == o(x',xn) — (x', —zy). Comme x(x’,0) =0, on a la relation :

1 1
195% ox
! = —(,t dt = (% tey)dt
xoan) = [ tmmandt = oy [ o,

d’ott Pon en déduit qu’il existe une constante M > 0 telle que pour tout (x',zy) €
Q: /
N

Cette fois encore, ni(zn)x(x',2n) € D(Q4) et

0 0
—nk(en)x(X zn) = k' (kzn)x (X, 2n5) + me(2n) 5——x (X, 2N).
Oz oxrn

On a donc :

ou
/ a—nkxdx = 7/ w(x', e )kn' (zn)x (X, 2n)d (X, 2 N)
Qy 9IN Q+

0
[ mon) 5 (K )dOK ).
Q+ TN
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Le premier membre de droite dans l'inégalité tend vers 0 quand k — oo. En effet,
notant C' = sup,cp |17(t)|, on a la majoration :

[ oo (e x( ) o)
Q+
<kMC lu(x)|xy dx < MC |u(x)] dx,
{1/2k<an<1/k} {1/2k<an<1/k}

le dernier terme tendant vers 0 d’apres le théroreme de Beppo-Levi. Finalement :

- 7/ ﬁ(x/’ N ) (X, 2n) — p(x', —on))d(x, 2n)
- 7/ aa%(xlva)w(xlva)d(X/>$N)
Qy YN

15
+ /Q %(x’, —zn)p(X, zn)d(X, zN).

On obtient alors I'expression :

. ﬁ(x’,:nN) sizy >0,
ou* oxrn
(x',zN) = (C.2)
axN 8u ’ .
~ B (x',—zn) sizn <O.
N

La définition de u* entraine que
lu*ll 22 (@) = V2]l 2@y
et des relations (C.1) et (C.2) on déduit que :
IVu* || 2(q) = V2IVull 2@, )-

La fonction P(u) := u* répond donc aux exigences de ’énoncé.
Pour le cas général (2 ouvert C! avec I' borné) nous ne donnerons que les
grandes lignes de la démonstration. On admet les résultats techniques suivants :

1. Siu e HY(Q) et ¢ € C*(Q) telle que supp N T = (). Alors la fonction
définie par 4 = Cu sur Q et @ = 0 sur Q¢ est dans H'(RY).

2. Soient w et w’ deux ouverts de RY et ¢ : @ — @’ de classe C' bijective telle
que ¢! soit aussi de classe C! et telle que les fonctions det[D¢)] et det[Dp!]
soient bornées sur respectivement @ et &', alors pour tout v € H'(w), u =
uop~t € H'(w') et il existe deux constantes C; > 0 et Cy > 0 (ne dépendant
pas de u) telles que

Cillull gy < llullarw) < Colltl| mr(wr-
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On commence par introduire un systéme de cartes locales (U, ¢;) tel que I' C U;U;,

:(UiNQ) = Q4, ¢:(U;) = Q et ¢; € CHTy), ¢; ' € CHQ).

Uy
U7 UQ To Q
bz Q4
~. 1
Uﬁ ¢2 - Q
Us
U5 []4

On consideére une partition de Punité (U;, ;) assujettie au recouvrement du
compact I' par U;U; et on décompose u en u = ug + Z;Zl u; avec u; = ay|qu. On a
supp (o) NT = () et d’apres la résultat 1 admis plus haut on peut prolonger ug par
0 sur RY tout entier. On note u la fonction ainsi prolongée. On a bien entendu,
uly, € HY(U; N Q) et d’apres le résultat 2, uly, o ¢; ' € H'(Q4). On prolonge cette
fonction par réflexion sur Q et toujours d’apres 2, U; := (uly, o¢; })* o p; € HY(U;).
On pose enfin u} := a;u;. La fonction P(u) := u* = uf + > -, uf vérifie les exi-
gences de la proposition. |

On peut donner un résultat plus général que celui de la proposition 2.6

Proposition C.1 Soit m € N*. On suppose que Q est un ouvert de classe C™
avec I' borné ou bien que Q) est le demi-espace Rf. Alors il existe un opérateur de
prolongement P, : H™(Q) — H™(RN) linéaire, tel que pour tout u € H™ (L) :

1. Phulg = u,

2. ||Pull grmny < Cllull gr(y, pour tout k=0,1,...,m,

ot C > 0 est une constante qui ne dépend que de €.

C.2 Démonstrations des résultats du chapitre 3

Démonstration du théoréme 3.3 : Le théoreme de Lax-Milgram nous assure
de lexistence et unicité d’une solution faible (dans H}(RY)) de I'edp pour toute
fonction f € L?(RY).

On commence par supposer que f est la restriction a Rf d’une fonction de
D(RYM) et on prend la transformée de Fourier partielle par rapport & x’ de 1’edp (on
garde la méme notation que pour la transformée de Fourier usuelle). On obtient :

32ﬂ 112\~ N
—%4‘(1‘“5\ Ju=f
u(¢',0) = 0.

On pose p(&') = /1 + |€'|2, on fixe & € RN~ et on regarde I'équation ci-dessus
comme une équation différentielle ordinaire (edo) en z dont 'inconnue est la fonc-
tion zn € Ry — u(¢’, xx). Les solutions sont alors :

~ 1 o
€ o) =~ [ € 5)Shp(E)an - 9)ds
p(&) Jo
+ C1Sh(p(€')zn) + C2Ch(p(& )z ),
olt C; et Co sont deux constantes. La condition %(¢',0) = 0 entraine Co = 0 et
comme ’on cherche une solution u qui soit dans H} (Rf ) ¢’est & dire en particulier
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telle que p(¢')u € L*(RY), la seule solution qui convienne est celle qui reste bornée
lorsque xny — +00, c’est a dire :

A, o) / 7€', $)Sh(p(€) (@ — 5))ds

L (¢ $)ePE)sqs N
+ <p(£/) . f(&,s)e d>5h( (€)zn),

que 'on peut réécrire sous la forme :

ep(sl)wN

) =

+oo ,
/ f(e, s)e_”(‘S )5 ds

TN

]. /wN - / _ ’ _
+ ¢, s)e PE)EN=9) g,
o) Jy 16

1

_ e ()Nt 4s. (R
2p(£/) ]R+ f(S 78)6 &) ( )

Notons respectivement 41 (&', zn), U2(¢', 2n) et Uz (€', 2 ) les trois termes de gauche
apparaissant dans ’expression ci-dessus et montrons que les fonctions correspon-
dantes w1, us et uz sont dans H 2(Rf ). On remarque tout d’abord que

/ PE)@N=5) pg"Yds =1 Vay € Ry.
TN
Appliquant I'inégalité de Jensen, il vient :

~ 1 +oo o s
|U1(€',1'N)|2 S W/ ‘f(fl,8)|2€p(£ NETS )ds,
TN

puis, avec le théoreme de Fubini :

+oo 1 +oo , s ,
| e Paey = [ A€ pe € ([ er€imvas, ) as
0 0 0
1 BN —p(&)s

Finalement, en multipliant par p(&')* et en intégrant suivant &, on obtient que :

/RN l/ﬂo )i (€ an)Pdey g’ < 5 /]RN l/ﬂo ' s)|Pdsde’. (1)

On procede de la méme fagon pour majorer le second terme dans (E). Dans un
premier temps, on établit que :

TN /
(&) an—s)__ PE) Lo
/0 e N 1—@‘9(5')“’(15_1 Vaeny € Ry,

Appliquant I'inégalité de Jensen, on en déduit que :

1 — e—PE)zN

4p(g)?

|az(£l7xN)|2 <

TN Y
0
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On integre ensuite suivant x entre 0 et +00 et on utilise le théoreme de Fubini
pour obtenir :

+oo
/ (a(€’ )| Pde
0

]. \/<i>m - / 2 ’ +Oo _ ’ _ ’
< f(&,5)2er&)s / 1 — e PE&)eNYe=PE)2N o ) ds
4p(€/)3 o | ( )| s ( )

Y W T s PO
= 4P(€/)4/0 (1 2 ) |f(&,s)[*ds < 4/)(6/)4/0 |f(&,s)|"ds.

On en déduit que :

/RN 1/+Oo )2 (¢, zn)Pdey dE' < < /RN 1/+Oo ,s)2dsde’. (1)

La majoration du dernier terme de (E) s’obtient plus simplement en utilisant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

~ / 1 too , +oo 3 e B New
€ o)l < s ([ W€ oRas) ([ e ©ras) e

! T e e ) o 20(€)en
S 8p(£/)3 (/0 |f(£ ’S)| d8> e )

puis, en intégrant suivant zy de 0 & 400 :

+oo N , ) 1 +oo , 9
/0 (€ on) o < fos ( / e s) ds) ,
et enfin :

/RN 1/+Oo ) [as (€, an)day ' < 1—6/RN 1/+OO s)|*dsdg’.  (Is)

Invoquant I'inégalité de convexité (a + b+ c)? < 3(a® + b? + ¢?), on déduit de (),
(I2) et (I3) qu'il existe une constante C' := 27/16 telle que :

/ / (L4 [€/2)?a(€", on) Py €' < C / P& an) Py d€. (Ry)
RN-1 JR, Ry

RN-1

On établit d’autre part sans difficulté que :
Gol€an) == [ F(E L Cho(E - )
+ ( f(gcs)e—f’@’”ds) Ch(p(€)xn),
Ry

et, en procédant exactement comme précédement que :

/RM/}R+ g

(E TN) dedE'

<c / / F(& ay)Pdey dE. (Ry)
RN—l R+
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L’edo vérifiée par zn € Ry +— u(&’, 2x) nous dit que :

2’\ ~
5o (€)= p(€)PA(E ) — F(E o).

et donc, suivant I'inégalité (a + b)? < 2(a? + v?) :

2

< 2p(&) (€, xn) P + 2| F(€, 2n)]*

.
‘ TU e )

3:17N

D’apres les estimations déja établies, nous obtenons :

for Lo

A ce point rappelons la définition de la norme de H 2(Rf ) avec la transformée de
Fourier partielle :

)

dedg <C /R|f(£’,xN)\2ded£'. (R3)

RN-1

[ullFrzyy = A+ € [a(¢ an)*dey d€’
+ RN-1 JR,

+/RN1/R+<1+|5’|2>

ou ., | ,
%@JN) dxy d§

okl

ce qui nous donne, avec les relations (Ry), (Rz) et (R3) :

2
de df/,

0*u
2 £axN)
TN

”u”ip RN) = CHf||L2 RN)

L’application qui au second membre de l'edp f € D(Rf ) associe la solution u est
une application linéaire continue pour les normes de L*(RY) au départ et H?(RY)
a Parrivée. Comme les restrictions des fonctions de D(R”) forment un sous-espace
dense dans LQ(RQ ), I'application se prolonge de facon unique en une application
linéaire continue sur L*(RY') tout entier. |
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